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Disse noter er skrevet til Introduktionskurset i Semantik atholdt
forste gang i efteraret 1992. Noterne er siden udvidet og visse
dele er omarbejdet. Forméalet med noterne er at give en intro-
duktion til domeeneteori og fixpunktsemantik for derved at
give de ngdvendige forudsaetninger til kursets dele om deno-
tationssemantik og abstrakt fortolkning. I disse noter dackkes
fixpunktssetningen, definition af semantik ved brug af fix-
punkter, fixpunktinduktion og lgsning af rekursive domaeneligniniger.
Noterne er stadig under revision sa jeg vil bede laeserne om
rad til hvordan jeg kan forbedre teksten. Hvis du mener der
er noget der er forkert eller uklart sa forteel mig det.
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1 Domaneteori

Fundamentet for vor gennemgang af abstrakt fortolkning, programanalyse,
fixpunktsemantik, mm. er en ganske lille teori kaldet domeaeneteori. Vi skal
kun bruge to definitioner og en seetning. Udover dette skal vi bruge lidt
meengdelaere, sa man skal helst kunne huske hvad en fsellesmaengde og en
foreningsmeengde er for noget. Vi skal faktisk ikke bruge mere, men hvis
man ikke har set et matematisk bevis fgr vil teksten nok veere lidt tung i
starten.

Det centrale i denne teori er en slagkraftig seetning: fizpunktsetningen.
Det er det veerktgj vi skal bruge for at give et matematisk fundament for
fixpunktsemantik og abstrakt fortolkning. Fgrst skal vi dog lige definere to
begreber, nemlig hvad vi forstar ved et domene og hvad det vil sige at en
funktion er kontinuert.

1.1 Domsaener

Definition. Et par (D, C) kaldes et domene hvis og kun hvis
e D er en maengde.

e L er en partiel ordning over D. Det betyder at det skal veere en re-
fleksiv, transitiv og antisymmetrisk relation.

Vx € D. xCx —refleksiv
Vx,y,z€D. xCyAyCz=xCz —transitiv
vx,y € D. XCyAyECx=x=y —antisymmetrisk

e D har et mindste element kaldet Lp. Det betyder at relationen skal
opfylde fglgende betingelse.

VxeD. 1lpCx

o Alle keeder x1 E xo C ... CE x; C ... 1 D har en mindste overgrense
| |xiiD
i
Vn. xn C| |x; —overgraense
i
VvdeD. (Vn.x, Cd)=| |xCd —den mindste
i



1.1 Domaner

Definition slut.

Et domaene er altsa en ordnet maengde, der nedadtil har et mindste element
og opadtil har mindste overgrzenser for alle voksende keeder.

Pa engelsk kaldes et domaene for domain, cpo eller pointed cpo. Forkor-
telsen cpo star for complete partial order (eller chain-complete partial order).
En mindste overgraense kaldes pa engelsk for least upper bound eller blot lub.
Vi vil ogsa omtale overgraensen som grenseverdien af en kaeede. Det kan ogsa
kaldes limit eller supremum for keeden. Mindsteelementet kaldes pa dansk
ogsa for bundelementet eller bund. Pa engelsk kaldes det for bottom.

Vi skal bruge kaeder igen og igen, sa lad os straks indfgre en notation for
dem. For et domaene D er kader(D) maengden af keeder i D og vi skriver
(xi) € kader(D) for en kaede x; T x2 C --- i D. En kede er altsa en
voksende folge af elementer fra et domaene D.

Lgsagtig notation. Vi vil bruge symbolet 1| om det mindste element i en
reekke domeener. Hvis der er mulighed for tvivl om hvilket, vil vi bruge den
underlzeggende mangde som index. Tilsvarende vil C blive brugt om ord-
ningen i en rackke domeener nar der ikke er tvivl om hvilket domeene vi taler
om. Vi vil ofte referere til domaenet alene ved navnet pa den underlaeggende
meangde nar der ikke er tvivl om hvilken ordning vi antager.

Relationer. Definitionen omtaler relationer som maéaske ikke tydeligt er en
del af maengdelaeren fra folkeskolen. Det er dog rimeligt nemt at rette op pa.
En relation R mellem elementer i to maengder A og B kan opfattes som en
delmeengde R C (A x B). Som en notation skriver vi sa a R b i stedet for
(a, b) € R. Denne infix notation giver bedre en fornemmelse af at det er en
relation. Kravene til en partiel ordning om at veere en refleksiv, transitiv og
antisymmetrisk relation er sa bare ekstra betingelser til denne delmaengde.

Eksempler. Etpunktsmeengden U = {L} med ordningen | Cy L er et
domeene. Et domeene kan ikke veere tomt da det skal have et mindste ele-
ment.

Enhver maengde S kan udvides til et domeene ved at tilfaje et mindste ele-
ment | og benytte en sakaldt “flad” ordning C saledes at

Vx,y e SU{L}.xCyex=1lVx=y

Vi bruger ofte symbolet S| for domanet med meengden S U {1} og den
flade ordning. Vi siger at et domaene er fladt hvis det har en flad ordning
(alsa en ordning som opfylder Vx, y. xCy &x= 1L Vx=y).



1.1 Domaner

Domanet B, af boolske vaerdier bestar af maengden {_L, true, false} med en

“flad” ordning C saledes at | C false og 1 C true. Ordningen kan illustreres
som en traestruktur

false true
1

Domeenet B |

Domsenet N, bestar af de naturlige tal {0, 1, 2, ...} udvidet med et mindste
element | og en “flad” ordning.

Domeenet N |

Parret (N, <) af de naturlige tal med den szdvanlige heltalsordning 0 <
1 <2< ...er tkke et domane selv om det har et mindste element 0. Der
findes voksende kaeder af naturlige tal, som ikke har en overgraense. Udvides

de naturlige tal med et seerligt symbol for uendelig (c0) som er stgrre end
alle veerdier i N vil (N*°, <) veere et domeene.

0.9]

\
\
2
|
1
|
0

Domaenet N*°



1.2 Kontinuitet

1.2 Kontinuitet

Definition. Lad (D, C) og (E, C) veere domener. En funktion f : D —
E siges at veere kontinuert hvis og kun hvis

o f er monoton:

VXl, X0 €D x1 Exo = f(Xl) C f(Xz)

o f er grenseverdibevarende

¥(xi) € keeder(D). (| Jxi) = | f(x:)

Definition slut.

Monotonicitet sikrer at den sidste greenseveerdi er veldefineret, idet fglgen
fx;))Cf(xo) E...Cf(x;)C ...

er en kaede 1 E.

Eksempler. Det er rimeligt nemt at finde funktioner, der ikke er mono-
tone. Som et lille eksempel kan vi betragte en funktion f : B, — B, defineret
ved

f(x) = if x = L then false else true

Det er straks vanskeligere at finde monotone funktioner, der ikke er kontin-
uerte. For at lave et sddant eksempel kreeves det at definitionsmaengden har
kaeder som ikke indeholder deres egen mindste overgraense. Betragt funktio-
nen f : N*° — B defineret ved

f(x) = if x = oo then true else |

Kaeden af veerdier 0 < 1 < 2 < --- har graensevaerdi oo som med f afbildes
til true. Elementerne i kaeden afbildes derimod alle til vaerdien L.

Hvis f : N — N er en funktion over de naturlige tal (uden det ekstra mindste
element) kan den let udvides til en kontinuert funktion f': (N, C) — (N,
C).

f'(x) = if x = | then L else f(x)



1.2 Kontinuitet

For at overbevise sig om det skal man blot konstatere at der kun er to mulige
typer kaeder i (N}, C); enten er alle elementerne mindste elementet L eller
ogsa vil keeden fra et trin antage en veerdi i N og derefter veere konstant.

En partiel funktion f : N — N, dvs. en funktion der ikke er defineret for alle
argumenter kan udvides pa samme made til en total kontinuert funktion f’ :
(N1, €) — (N, L) ved at lade udefineret reprzesentere ved bundelementet
1.

Notation. Fra den lidt mere filosofiske side kan man opfatte meengder
som noget der lever i den matematiske fantasiverden. Nar vi taler om B
er det hverken bleekket pa papiret eller navnet, der er maengden. B er et
navn for en given maengde, vi tror pa eksisterer i denne fantasiverden (mere
formelt tror vi pa Zermelo-Fraenkels aksiomssystem for maengdelaeren).

Tilsvarende kan man spgrge sig selv hvad en funktion er. Ligesom med
relationer kan funktioner udtrykkes i meengdelseren som delmaengder. En
funktion f : A — B fra en maengde A til en masengde B er en delmaengde
f C (A x B) som opfylder

Vx e A. Iz, v)ef.x=12
Vix,y)ef.V(z,v)ef.z=x=v=y

Med andre ord, funktionen skal vaere total og have en entydig veerdi for alle
argumenter. Som med relationer bruger vi en lidt pudsig notation (i forhold
til maengdeleeren) nar vi skriver f(x) =y i stedet for (x,y) € f.

Nar vi beskriver funktioner som

f(x) = if x = oo then true else L

er det som med maengder hverken blackket eller teksten der er funktionen,
men det er navnet pa en funktion vi ogsa kunne have beskrevet ved

f = {(o0, true) } U {(x, L) |x € N}

Begge definitioner er navne pa den samme funktion (delmgengde) i maengdelzeren.
Vi vil ikke holde os tilbage med forskellige mader at definere funktioner pa, sa
leenge vi altid kan ga tilbage og kontrollere fundamentet. Nar vi skal definere
hgjere-ordens funktioner er det ofte nemmest at bruge lambda-notation og
visse funktioner som “+” og “*” antager vi blot alle ved hvad er.



1.3 Fixpunktsaetning

Scott-topologi. Kontinuitet, som defineret her, minder maske ikke sa
meget om kontinuitet nogle maske kender fra metriske rum, men der er
en sammenhaeng.
Lad D vare et domane, og definer for en delmaengde A C D, at
Aeraben & (Vx,yeD.xce AAxCy=yecA)A
(V(Xi) € kaeder(D). |_|Xi eA= {Xi} NA#Y
1

Man kan vise, at U = {A C D | A er aben} da er et system af abne
mengder, og at det for to domaener D og E gelder, at de kontinuerte funk-
tioner fra D til E i domaeneteoretisk forstand er de samme som de kontin-
uerte funktioner i topologisk forstand.

1.3 Fixpunktsaetning

Et fizpunkt for en funktion f : D — D er et element d € D sa f(d) = d.
Den fglgende seetning er arsagen til at vi overhovedet beskaeftiger os med
domaneteori.

Fixpunktssetning. En kontinuert funktion over et domeaene (D, C)
f:(D, C)— (D, O)
har et mindste fizpunkt der kan findes som

LIF(L)

Bevis. Beviset har tre dele
e Veldefineret: | C f(1)Cf3(L)C...

e Et fixpunkt: f(| | fi(L)) =| | fi(L)
e Det mindste: Vd € D. f(d) =d = | | fi(1)Cd

Veldefineret. Da L er mindste element er L T f(L). Da f er monoton er
f(L) C f2(L). Resten folger ved induktion.

Fixpunkt. Vi har at f( |, fi(L)) =| | f(f!(1)) da f er kontinuert. Ligeledes
er | | f(fi(L)) = | | fi(L) da begge veerdier er overgraense for den andens
folge - og derfor den mindste overgraense. (Se ogsa hjelpesaetningen senere).

Det mindste. Antag f(d) = d. Ved induktion fglger fi(1) C d for alle i:
1 Cd=f(L)Cf(d) = f(L)Cd. Veerdien d er derfor en overgraense for
fi(L).

Bevis slut.



1.4 Blandede satninger

Notation. Det at finde fixpunkter for kontinuerte funktioner er sa nyttig
en ting at vi straks vil indfgre en sserlig notation. Ssetningen siger at der for
alle domeener D findes en funktion fixp : (D —¢ D) — D som finder det
mindste fixpunkt for en kontinuert funktion. Vi skal senere se at funktionen
fix ogsa selv er kontinuert.

En funktion kan godt have flere fixpunkter, men saetningen siger altsa
at maengden af fixpunkter vil have et mindste element. Det er ikke givet at
en funktion ogsa har et stgrste fixpunkt, men hvis den har kaldes det ofte
for gfp(f) (for greatest fized point) i modseetning til fix(f) = Ifp(f) (for least
fized point).

Keeden | C f(L) C f2(1L) C ... kaldes pa engelsk for the ascending
Kleene chain (eller AKC).

Eksempler. Maske er det mest overraskende ved satningen at alle kontin-

uerte funktioner har et fixpunkt, altsa en veerdi der afbildes til sig selv. Man

kan let spgrge sig selv om der ikke findes modeksempler hvor alle veerdier af-

bildes til noget forskelligt. For eksempel kunne man tage efterfglgerfunktionen
over N som afbilder L til 0, 0 til 1 osv. Denne funktion er imidlertid

ikke monoton, men selvfglgelig burde beviset ogsa afskrackke en fra at stille

sadanne spgrgsmal.

1.4 Blandede szetninger
For at veenne os lidt til hvordan man kan jonglere rundt med kaeder og

fixpunkter vil vi lige vise et par sméasatninger.

Saetning. For kaeder (a;) € kaeder(D) og (b;) € kaeder(D) geelder

(Vi EL] a; C bj) = Uai C Ubj
i J

Bevis. Antag at der for keeder (a;) og (b;) geelder Vi. 3j. a; T b, da geelder
ogsa Vi. a; C | | by eftersom | |; bj er en overgraense for all by veerdier. Dette
betyder at |_|j b; er en overgrzense for a; veerdierne og derfor stgrre eller lig
den mindste overgranse.

Bevis slut.



1.4 Blandede satninger

Saetning. Lad (ayj) veere endobbeltindiceret kade i et domeene D saledes
at

i<iAj<j = ayCayy
Der gaelder da

|T|aii = |T||T|aij = |T||T|aij

Bevis. Beviset har to dele:

Graensevaerdierne er veldefinerede. Vi skal sikre os at |_|j aj; er en kaede i
den variable i, altsa at for alle i at | |;ay; T | |; ai11);- Hertil kan vi bruge
seetningen ovenfor idet aj; C a(q); for alle j.

Kkvivalens. Vi skal vise at | | a; = |;| |; ajj. Beviset har to dele idet vi vil
udnytte antisymmetrien af sekvivalensen.

“C”: Vi skal bruge at for alle i er az; C |_|j ajj. Dette folger af at ajj med fast
i er en kaede.

“J7: Vi skal bruge at der for ethvert k geelder at | | a;; 2 |_|J. ay;. Givet et
m, da har vi at axm £ amax(k, m)max(k, m) = || @ii- Det betyder at | | aj; er
en overgrzense for kaeden |_|j ayj med variabel k og derfor stgrre eller lig den
mindste overgraense.

Bevis slut

Kommentar. En satning som den sidste giver et indtryk af hvor stabil
domaneteorien er. Man kan bytte rundt pa graensevaerdioperationer og flytte
dem ind og ud af kontinuerte funktioner uden at det sendrer veerdien. Man
skal faktisk anstrenge sig en hel del for noget gar galt.

Historiske noter. Domsaneteorien er en forholdsvis ung teori inden for
matematikken. Den er startet som en del af gitterteorien (eng. lattice the-
ory), der iser er blevet behandlet af Garrett Brikhoff omkring 1940erne.
Fixpunktsaetningen for gitre blev udledt af Tarski og publiceret i 1955. Be-
viset med brug af en kaede skyldes Kleene (1952). Brugen af gitre til at
beskrive semantik af programmeringssprog skyldes Dana Scott og Christo-
pher Strachey med en rackke arbejder fra 1970 og 1971. I arbejder fra 70erne
blev ordet “domaene” ofte brugt om gitre, men fra 80erne er det blevet al-
mindeligt kun at kraeve eksistens af graensevaerdier for keeder. Resultatet om
lgsning af rekursive domeeneligninger skyldes Dana Scott (1970).



1.5 Opgaver

Gitre. Et gitter er en partielt ordnet maengde hvor hvert par af veerdier
har en mindste overgraense og en stgrste undergreense. I et komplet gitter
har enhver delmeengde en mindste overgraense og en stgrste undergraense.
Tarskis fixpunktseetning siger at meengden af fixpunkter for en monoton
funktion pa et komplet gitter udger et komplet delgitter, og altsd har et
mindste element.

1.5 Opgaver

Opgave 1.1. Domanet 3 bestar af elementerne 0, 1 og 2 med en ordning,
der kan illustreres saledes.

Domeenet 3

Angiv de mulige kontinuerte funktioner fra 3 til 3. For hver funktion angiv
desuden dens mindste fixpunkt.

Opgave 1.2. Hgjden af et domaene er leengden af den lsengste skarpt
voksende folge i domaenet. (Den samme veaerdi forekommer ikke to gange
i folgen). Vis at en monoton funktion A —,, B hvor A har endelig hgjde
ogsa vil veere kontinuert.

Opgave 1.3. Konstruer et eksempel pa et domaene som ikke har endelig
hgjde men hvor ingen keede kan have uendeligt mange forskellige elementer.

Opgave 1.4. En funktion f : D — D siges at veere ekstensiv hvis den
opfylder Vd € D. d C f(d). Vis at en ekstensiv funktion pa et domene D
har et fixpunkt. D kan antages at veere teellelig.



2 Domanekonstruktioner

Vi sa i sidste afsnit at domaeneteorien giver stor fleksibilitet i brugen af
greenseveerdioperationer. Vi skal nu se at det samme gaelder nér vi vil danne
sammensatte domaener. Domaneegenskaben synes at vaere forblgffende sta-
bil ved en lang rackke maengdekonstruktioner.

2.1 Cartesisk produkt

Definition. For to domaner (A, Ca) og (B, Cpg) kan vi definere det
cartesiske produkt (A x B, Caxp) som domanet af tupler (par) af veerdier
fra meengderne A og B.

AxB={(a,b)lac AADbeB}

(a1, b1) Caxp (a2, ba) < a; Ca ag A by Cg by

Ordningen kaldes ofte en elementvis ordning af produktet.
Saetning. Det cartesiske produkt af to domaener er et domaene.

Bevis. Vi skal vise fglgende punkter
e Relationen C A g er en partiel ordning.
e Der findes et mindste element i A x B.
e Det er muligt at finde greenseveerdier for keeder i A x B.

De fleste af disse punkter er ganske trivielle.

Ordning. Caxp refleksiv: (a,b) C (a,b) fordiaCaAbLC b.

Caxp transitiv: hvis (aj, by) C (ag, ba) A (ag, by) C (ag, bs) er a; C az A
b C by AN ay C a3 A by C bz sa a; C a3 A by C bs hvilket medfgrer
<a1, b1> C <a3, b3>.

Caxp antisymmetrisk: hvis (aj, b1) C (ag, ba) A (ag, ba) C (aj, by) er
aj Cay Aby C by Aag T a; A by C by saa; = as A by = by og
<a1, b1> = <a2, b2>.

Mindste element. For alle (a, b) geelder Lo Ca A LlgCbsa(la, lg)C
(a, b).

Mindste overgreense. For en kaede ((aj, b;)) € keaeder(A x B) kan vi kon-
struere den mindste overgraense (| |; a;, | | bi) da (aj, b;) C (| |; aj, ||, bi) og

10



2.1 Cartesisk produkt

hvis (aj, bj) C (c,d) for alleier| jajEcog| |b; Ed, sa ( |aj | |b;) C
(c, d).
Bevis slut.

Notation. Projektionerne fst: A x B — A ogsnd : A x B — B er for
alle (x,y) € A x B defineret ved,

fst((x,y)) =x
snd((x, y)) =y

Vi vil ogsa ofte bruge en nedadrettet pil til at betyde udveelgelse af
elementer fra tupler. Dette betyder at

(x,y)l1=x og (x,y)|2=y

For funktioner fra et cartesisk produkt udelader vi ofte de kantede parenteser
ved funktionskald. Vi kunne saledes ogsa skrive fst(x, y) = x.

Setning. En funktion A x B — C i to argumenter er kontinuert hvis og
kun hvis den er kontinuert i hvert argument for sig.

Bevis. “Kun hvis” delen fglger let ved at betragte kaeder hvor den ene
komponent er konstant.

“Hvis”. Lad f : A x B — C vaere kontinuert i hvert argument for sig og lad
((xi, yi)) € kaeder(A x B). Da er (x;) en kaede i A og (y;) en keede i B Af
monotoniciteten af f fplger da at (f(xi, yj)) er en dobbeltindiceret keede i C
hvorfor vi kan bruge hjelpesaetningen fra sidste afsnit. En udregning giver
da

£(Li(xi, i) = £(Uixi, U y5)
= |_|if(Xi, I—lj yj)
= U; Uj f(x4, yj)
= Lif(xi, yi)

Bevis slut.

Kommentar. Den tilsvarende egenskab gaelder ikke kontinuitet i metriske
rum. Som et modeksempel betragt

p(x,y) =if x =y = 0 then 0 else (x>|<y)/(x2 +y?)

I domaeneteorien er det sjaeldent det store problem at overbevise sig om at
en funktion er kontinuert.

11



2.2 Sumdomane

Strikt produkt. Det cartesiske produkt kaldes af og til for det dovne
produkt (lazy product) i modseetning til det strikse produkt (strict product
eller smashed product) A ® B = {(La, L)} U(A\{La}) x (B\{Lls}).
Ogsa dette er et domaene med elementvis ordning.

2.2 Sumdomsaene

For to ordnede maengder (A, Ca) og (B, Cg) kan vi konstruere summen
(disjoint union) (A + B, Caip) som

A+B={la:p}U{(1,a)lac A}U{(2 b)|be B}

larBCAsB X Vxc A+B
(1,a1) CasB (1, a2) Sa;Caa
(2,b1) CasB (2, ba) < by Cg by

Saetning. Summen af to domaner er ogsa et domaene.

Bevis. Atter bestar beviset af en rackke dele. Denne gang overlader vi dog
dele af beviset som en opgave til laeseren.

Ordning. Se opgaverne.

Mindste element. Fglger af definitionen.

Greenseveerdi. Der er tre muligheder for keeder i A + B.

laBCE LaiBLE -
latBC---C LasB C (1, &)

C (1, az)
larBC - CLlayBC(2,by) C

1,
(2, bg)...

I det forste tilfaelde er L a4 en overgreense for kaeden. I de andre til-
feelde udgegr andenkomponenten fra et vist trin en ksede i henholdsvis A
og B. Da A og B er domaner har de greenseveaerdiegenskaben og vi kan
konstruere graenseveaerdien af kaeden i A + B som et par hvor andenkom-
ponenten er greenseveerdien af andenkomponenterne fra kaeden. Vi skal sa
sikre os at denne graenseveerdi er den mindste overgraense, men det fglger af
den tilsvarende egenskab i A eller B.

Bevis slut
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2.3 Funktiondomane

Notation. For summen af to domaener A 4+ B kan vi definere en raekke
funktioner.

isl,isr: A+B —B
inf:A—>A+B
inr:B—A+B
outl:A+B — A
outr: A+B — B

hvor
isl(L) =1 isr(L) =1
isl((1, x)) = true isr((1,x)) =false x€A
isl((2, x)) = false isr((2,x)) =true x€B
inl(x) = (1, x) inr(x) = (2, x)
outl(L) = outr(L) =1
outl((1, x)) = x outr((1,x)) =1 x€A
outl((2, x)) = L outr((2,x)) =x x€B

Strikt sum. Sumdomanet A 4+ B af to domener kaldes ogsa for en separat
sum (separate sum). For to domaener (A, Ca) og (B, Cp) er den strikse
sum (coalesced sum) A @ B defineret som (A \ {La})+ (B\{Lls}), hvor
vi bruger den samme ordning som for sumdomaenet. Ogsa den strikse sum
af to domaener er et domaene.

2.3 Funktiondomaene

For to domaener (A, Ca) og (B, Cg) kan vi konstruere funktionsdomaenet
(A — B, Ca_n) af kontinuerte funktioner fra A til B med ordningen

fCaBg e VxEA. f(X) Cp g(x)

13



2.3 Funktiondomane

Bevis.

Ordning. Ordningsegenskaberne arves direkte fra domeenet B. For vilkarlige
f og g har vi:

fCf e vx f(x)Cf(x)

fCgAgCf=Vx f(x)Cgx)Agx) Cf(x)
= ¥x. f(x) = g(x)

=f=g
fCgAnglh=Vx f(x)Cg(x) Agx)C h(x)

= Vx. f(x) C h(x)

=fCh

Mindste element. Mindste elementet i domaenet A — B er funktionen Ax.
lpidet Lp C g(x) for allex € A ogge A — B.

Graenseveerdi. For en kaede af kontinuerte funktioner (f;) i A — B kon-
struerer vi greensevaerdien som Ax. | |; fj(x). Graensevaerdien er veldefineret
da (fj(x)) for ethvert x udger en kaede i B. At det er en overgraense og den
mindste overgraense folger let af B’s domaeneegenskaber. Vi mangler blot
at vise at greenseveerdien er kontinuert og altsa ligger i domaenet A — B.
Dette overlades som en opgave.

Bevis slut.

Funktionsdomaene. Masngden af funktioner fra en ikke tom maengde A
til et domzene B er et domane. Dette fglger af at vi kun bruger ordningen
af A i beviset for at greenseveerdier er kontinuerte.

Notation. Som det ses kan man let komme ud for at bruge pil symbo-
let om forskellige slags funktioner. Hvis maengderne A og B er ordnede som
domener vil A — B normalt betyde funktionsdomeenet (og altsa kun meeng-
den af kontinuerte funktioner fra A til B). Hvis man gerne vil understrege
at vi her hentyder til de kontinuerte funktioner fra A til B skriver man gerne
A —. B. Hvis det er de monotone funktioner vi er interesserede i skriver
man A —p, B. Endelig ser man i litteraturen ogsa symbolet A —, B for
de partielle funktioner fra A til B.

Seetning. Fixpunktoperatoren fix : (D — D) — D er kontinuert.
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2.4 Potensmangde

Bevis.

Monotonicitet. For f C g fglger ved induktion at f(1) C g'(L) hvorfor

fix(f) = (1) C ' (1) = fix(g)

Graenseveerdibevarende. Lad (f;) veere en kaede af kontinuerte funktioner i
domeenet D —¢ D. Vi skal sa vise at

fix(L]£) = L] fix(f)

Ved induktion folger at (| | fi)J = (| flj) for alle j. Dette folger af at green-
sevaerdien for en kaede af funktioner er defineret elementvis. Herefter udleder
vi:

fix(L|5) = LI((L] £)Y(L))

i .

J

=L )
J 1

= LILIE (L)
1

= LIfix(£;)

da (ff(J_)) er en dobbeltindiceret kaede i D.
Bevis slut.

2.4 Potensmeaengde

For en meengde S kan man danne potensmangden P(S). Dette er et domaene
med delmeengdeordningen og den tomme maengde som mindste element:

Den tomme maengde & opfylder klart VX C S. @ C X.

At delmeengderelationen er en partiel ordning skulle gerne veere et af de
resultater vi er bekendt med pé forhand.

For en kaede af delmeengder X; € Xy C --- kan vi konstruere graen-
sevaerdien som

LX; =X

At man kan tillade sig at tage foreningsmaengden af en tellelig klasse af
maengder er en af de spilleregler maengdelseren giver os. Den sikrer os end-
videre at man herved danner den mindste maengde som indeholder alle X;
maengderne.
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2.4 Potensmangde

Begraensning. Vi er imidlertid nu rede til den maske vaesentligste restrik-
tion i domaeneteorien. For et domaene D er funktionen

singleton : D — P(D)
singleton(d) = {d}

ikke ngdvendigvis kontinuert.

Dette kan maske synes ganske uskyldigt, men der er anvendelser hvor det er
vigtigt at have en kontinuert afbildning ind i potensmeengden. Det geelder
iseer nar man vil modellere ikke-determinisme i programmeringssprog. Vejen
udenom er at bruge en anden ordning end delmaengdeordningen, og indfgre
en restriktion pa hvilke delmaengder vi vil betragte. Herved definerer man et
sakaldt potensdomeene (eng. power domain). Vi skal se tre forskellige mader
at gore det pa.

Egli-Milner ordningen. Pa en potensmeengde P (D) over et domaene D
indfgrer vi relationen Cgpny som fglger.

XCemY < (xeX dyeY.xCy)A(VyeY.IxeX. xCy)

Relationen kan laeses som at alle dele af X skal ligge under noget af Y (i
domeenet D), og at alle dele af Y skal ligge over noget af X.

Plotkins potensdomaene. Relationen Cgng er ikke en partiel ordning
pa potensmaengden da den mangler antisymmetri egenskaben. Dette kan vi
rade bod pa ved alene at betragte de ikke-tomme konvekse delmeengder af
D. En maengde X er konveks hvis den opfylder

Vx1,x3€ X.Vxo €D. x1 Exo Cxg = x9€X

Dette potensdomeene skrives normalt som (§5(D), Cgm)-
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2.5 Opgaver

Hoares potensdomeaene. Der er to andre konstruktioner man ser brugt.
I Hoares potensdomeene bruges alene de nedadafsluttede delmsengder. En
meengde X er nedadafsluttet hvis

Vx,yeD. yeXAxLCy=xcX

En nedadafsluttet meengde er et specialtilfeelde af en konveks meengde.
Dette potensdomeene skrives normalt som (§;(D), Cgm). I Hoares potens-
domene er der kun en etpunktsmeengde: {L}. Alle andre delmeengder skal
indeholde nedadafslutningen. For at konstruere disse nedadafsluttede maengder
indfgrer man funktionen LC:

LC : P(D) — (D)

LC(X)={yeD|IxeX yLCx}

Funktionen kaldes left closure eller lower closure.

Smyths potensdomaene. [ Smyths potensdomsane bruges alene de opadaf-
sluttede delmeengder. Dette potensdomaene skrives som (§(D), Cgm).

2.5 Opgaver

Opgave 2.1. Vis at ordningen for sumdomsnet er en partiel ordning.

Opgave 2.2. Med funktionen cond : B; x X x X — X defineret for ethvert
domane X ved

cond(L, x,y) =1x

cond(true, x, y) =x

cond(false, x, y) =y
vis at

Vx € A + B. cond(isl(x), inl(outl(x)), inr(outr(x))) = x

Opgave 2.3. For et domaene A med mindste element 1 o kan man danne
det lgftede domeene A | (lifted cpo) (A1, C,) som veerende A udvidet med
et nyt mindste element 1 saledes at

AL ={L}U{(L,x)[x € A}

1 E x Vx € A

<17X> C. <17y> =xLy

Vis at dette faktisk er et domaene.
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2.5 Opgaver

Notation. Til et lgftet domeene kan vi definere fplgende funktioner.
def A} - B,

up A — A
down : A — A

hvor
def(L) =1
def((1,x)) =true x€A
up(x) = (1, x)
down(L) =1a

down((1, x)) =x
Disse funktioner opfylder:

Vx € A . cond(def(x), up(down(x)), L) =x

Opgave 2.4. Vis at greenseveerdien af en keede af kontinuerte funktioner
i funktionsdomaenet selv er kontinuert.

Opgave 2.5. For Hoares og Smyths potensdomaener kan Egli-Milner ord-
ningen forenkles noget. Forklar hvordan.

Opgave 2.6. Der er et modstykke til seetningen om funktioner af to argu-
menter. Vis at for en funktion

f:A—-BxC

at f er kontinuert hvis og kun hvis fst o f og snd o f er kontinuerte.
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3 Rekursivt definerede funktioner

Vi er allerede stgdt pa en raekke funktionsdefinitioner i disse noter. Indtil nu
har de haft en form som

p(x) =3+ 2% x 4 x>

hvor hgjresiden er et simpelt udtryk i argumenterne. Som tidligere naevnt har
sddanne funktioner et fundament i maengdelaeren. Det betyder at en funktion
i virkeligheden (eller rettere i matematikken) opfattes som en maengde.

f:-D—E
fx)=esf={xr)|xecDAr=e}

Funktionen ovenfor bliver saledes til
p={(x1)|xENATr=3+2%x+x%}

I dette afsnit skal vi se pa rekursive funktionsdefinitioner og hvordan vi kan

bruge fixpunktsaetningen til at give dem mening.

3.1 Paradokser

Hvis vi bruger oversaettelsen af funktioner til meengder pa en typisk rekursiv
funktion som fakultetsfunktionen:

f(x) =ifx =0then lelse xxf(x — 1)
ja, sa far vi folgende meengde:
f={(x1)|xeNA(x=0Ar=1)V(x#0A(x—1,s) ef Ar=xxs))}

Nu er vi ude pa et skraplan. Nar vi forsgger at definere meengder ved hjeelp
af sig selv abner vi op for masser af mulige paradokser. Vi kan for eksempel
spgrge om hvilke elementer maengden g har:

g={x[x¢g}

I almindelige ord svarer det til et af de klassiske paradokser i maengdelzeren:
Hvem barberer barberen, der barberer alle de folk i byen, som ikke barberer
sig selv?

Lgsningen i maengdeleeren er at forbyde sadanne definitioner, men det er
ikke seerlig attraktivt for os, s& vi ma sgge nye veje.
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3.2  Fixpunkter

Lgsninger. Intuitivt er det klart at f gerne skal veere fakultetsfunktionen.
Vi kan da ogsa hurtigt overbevise os om at fglgende maengde vil opfylde
ligningen.

f={(xy)|x>0Ny=x!}

Det er dog ikke alle sadanne ligninger der har lgsninger og nogle ligninger
kan have flere Igsninger. Fglgende fixpunktligning

g(x) = g(x)
svarer til maengden
g = {<X7 I‘) ‘ <X7 I'> € g}

og det siger sig selv at et hvilket som helst cartesisk produkt opfylder lignin-
gen. Modsat vil ligningen

h(x) =h(x) +1
ikke have nogle lgsninger. Malet ma nu veere at finde en metode til at sikre

lgsninger, og at sortere ud blandt lgsninger.

3.2 Fixpunkter

Det kommer naeppe som en kaempe overraskelse at fixpunktsasetningen kan
hjeelpe os til at finde lgsninger til rekursive funktionsdefinitioner. For en
funktionsdefinition

fx)=-e

hvor udtrykket e indeholder f kan vi definere en funktion
F(f) = \x. e

hvilket ogsa kan skrives som
F=M )lx.e

Denne funktional (hgjere-ordens funktion) er ikke rekursiv og giver god
mening i maengdeleeren. Udtrykket e er jo et udtryk i argumenterne x og f,
men det athsenger ikke af F. Kravet til en lgsning pa ligningen er da at det
skal veere et fixpunkt for funktionalen F.

f = F(f)
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3.2  Fixpunkter

For eksempel kan vi nu omformulere “definitionen” af fakultetsfunktionen
til

F =M. x. ifx =0then 1 else x*f(x—1)
og herefter vise at
F(Ax. x!) = Ax. x!

Vi har saledes omformuleret spgrgsmalet til at finde et fixpunkt for en funk-
tion F. Det er sa fristende at spgrge om funktionen F er kontinuert for sa
ved vi at den har fixpunkter og vi kender en metode til at finde det mindste.

Kontinuitet. Umiddelbart er funktionen F ikke kontinuert. Vi har ikke
angivet hvilke maengder funktionen er defineret for og nar der ikke er nogen
ordning kan vi altsa heller ikke tale om kontinuitet.

Som tidligere nzevnt er N — N, et domzne og vi vil nu forsgge at
definere F som en kontinuert funktion i domaenet

(N—-N;)—- (N—>N))

Dette kraever dog at multiplikation udvides til domeenet N . En enkel made
at gore det pa er at kreeve at xxy = L & x = 1L Vy = 1, altsa at
multiplikation opferer sig normalt bortset fra pa den specielle 1 -veerdi. Det
er ikke sveert at overbevise sig om at denne funktion er kontinuert. Det kan
af og til veere nyttigt at kunne skelne mellem de to slags multiplikationer og
vi bruger da symbolet x .

x*x; y=ifx=1Vy=.1then | elsexxy
Vi kan herefter definere f til at veere det mindste fixpunkt for F

f = fix(F)

F =M. Xx. ifx=0thenlelsexx; f(x—1)
Spgrgsmalet er s& om denne definition svarer til hvad vi intuitivt havde
forventet. Dette er selvfplgelig sveert at svare pa hvis man ikke er sikker pa

hvad man forventer, men vi kan da altid undersgge hvilken funktion, der
rent faktisk er defineret ved dette fixpunkt.
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3.3 Lgsningen

Ikke-termination. Modsat funktioner kan et program risikere ikke at
stoppe. Nar vi gerne vil forklare hvad en rekursiv funktionsdefinition burde
betyde vil vi normalt teenke pa hvad et tilsvarende program vil ggre i
et programmeringssprog med funktioner. Hvad er sa parallellen til ikke-
termination for rekursive funktioner? Som de fleste nok allerede har gaettet
er det mindsteelementet 1. Hvis man kalder fakultetsfunktionen med et
negativt tal vil man forvente at det tilsvarende program ikke standsede, og
nar vi undersgger funktionen finder vi at den vil returnere veerdien 1. Mere
formelt kan vi konstatere at funktionen

f = x. ifx < 0then | else x!
er et fixpunkt for funktionalen. Bemeerk dog at funktionen
g = Mx. if x < 0 then 0 else x!

ogsa er et fixpunkt. Med ordningen i funktionsdomeenet har vi imidlertid
at f C g og at f er det mindste fixpunkt. At det er det mindste fixpunkt
der svarer til hvordan et program vil opfere sig passer med de fleste pro-
grammgrers erfaring: Hvis et program kan slippe afsted med ikke at stoppe
sa vil det ogsa ggre det.

Det er fristende at omtale | som ikke-termination eller ikke-defineret
men man skal huske at L blot er symbolet for et bestemt element i et
domeene. Elementet L lever i den matematiske verden og er saerdeles velde-
fineret; det er faktisk det eneste element vi er sikker pa at have i et domaene.
Det er nar vi bruger domaeneteorien med fixpunkter at L bruges til at
beskrive ikke-termination. Nar vi kommer til abstrakt fortolkning skal vi
se semantikker hvor der ikke er spor “udefineret” ved L.

3.3 Lgsningen

Vi har defineret funktionen f som greenseveerdien af en keede af kontinuerte
funktioner. For at undersgge hvordan funktionen opferer sig kan vi forsgge
at udregne de fgrste approximationer. Fixpunktet for F er defineret som
greenseveerdien af keeden 1. C F(L) C F2?(L) C ---. Lad os nu undersgge
disse approximationer til fixpunktet.

INoN, = x. Iy
F(lnon,) = Ax. ifx=0then 1else Ly
F?(Ly_n,) = Ax. ifx = 0 then 1 else
x*) (ifx —1=0then 1 else L)
= Mx. if x =0 then 1 else if x = 1 then 1 else Ly
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3.4 Beregnelige funktioner

F3(Ly_n,) = Ax. ifx = 0 then 1 else
x*) (ifx —1=0then1else ifx —1=1then 1 else ly)
= Xx. ifx =0 then 1 else
if x =1 then 1 else
if x = 2 then 2 else ly)

Hver ny approximation vil altsa have flere og flere veerdier beregnet. Saledes
vil Fi(L) have beregnet de veerdier, der kan beregnes med i — 1 rekursive
kald.

Savidt approximationerne, men hvad med grenseveerdien? Kan vi veere
sikker pa at fixpunktet for F ikke pludselig har en anden veerdi? Ja, det
sikrer ordningen pa domaenet N af funktioner. Hvis den ide approximation
for et argument x har en veerdi forskellig fra bundelementet | sa vil alle
senere approximationer og graenseveerdien have samme veerdi. Tilsvarende
ved vi at hvis alle approximationerne har bundelementet som vaerdi for et
givet argument sa vil greensevaerdien have samme veerdi.

Eksempel. Kikker vi pa samme made pa funktionen
h(x) = h(x)
med funktionalen
H = M\h. Ax. h(x)
far vi
INoN, = Xx. 1y
H(lyon,) = Mx. 1y

og altsa at H(Ly_y, ) = Ln_n, . Det mindste fixpunkt for funktionalen H
er altsa den konstante funktion Ax. Ly.

3.4 Beregnelige funktioner

Det er ikke alle rekursive definitioner vi kan give mening pa denne made.
For eksempel vil ligningen

q(x) =ifq(x) = L then 1 else L

ikke svare til en kontinuert funktional. Det er heller ikke oplagt hvilken be-
tydning man skal tilleegge en sadan definition, den svarer ihvertfald ikke til
funktioner vi normalt kan forestille os at implementere i et programmer-
ingssprog. I et forsgg pa at sige noget om hvad vi kan og ikke kan vil vi vove
et par pastande. Det er blot uformelle udsagn idet begreberne beregning og
beregnelig ikke er formaliserede.
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3.4 Beregnelige funktioner

Pastand 1: Alle beregnelige funktioner er kontinuerte.

Péstanden er mere praecist at hvis man formulerer en beregnelig funktion
som et fixpunkt af en funktional vil funktionalen veere kontinuert. Dette
betyder sa ogsa at vi pastar at alle de konstruktioner vi ser i programmer-
ingssprog svarer til kontinuerte funktioner.

Pastand 2: Verdien L som funktionsverdi betyder at beregningen af funk-
tionen ikke vil terminere for det givne argument.

Dette betyder at et program svarende til funktionen h defineret ved h(x) =
h(x) ikke vil terminere for noget argument. Det er denne pastand der lig-
ger bag nar man af og til (uformelt) omtaler mindsteelementet som “ikke-
termination” eller “udefineret”. Ret beset er det blot et matematisk objekt,
der pa denne made kan bruges til at beskrive “ikke-termination”.

Konklusion. Fixpunktseetningen kan bruges til at give rekursive funk-
tionsdefinitioner mening. Kravet er blot at definitionen, opfattet som funk-
tional, er kontinuert. Vi har uformelt argumenteret for, at dette ikke er et
stort problem saleenge vi snakker om funktioner, der svarer til hvad vi ser
i programmeringssprog. Vi har ligeledes argumenteret for, at den lgsning
fixpunktssetningen giver, svarer til vor normale opfattelse af beregning, med
mindste elementet | som betydende ikke-termination.

Det centrale i denne diskussion er at give en fornemmelse af hvordan
funktioner opfgrer sig, nar de er defineret som fixpunkter. Der er ikke nogle
oplagte muligheder for at bevise at de funktioner vi definerer svarer til hvad
vi intuitivt ville forvente. Det synes heller ikke muligt at bevise at alle “in-
tuitivt beregnelige” funktioner kan defineres enten direkte i meengdelseren
eller ved at benytte fixpunkter. For at fortseette laesningen af disse noter er
det ikke noget krav at man tror pa disse pastande. Der er stadig en mulighed
for at der findes et magisk sprog hvori man kan udtrykke noget der ellers
ikke vil veere beregneligt. I resten af disse noter skal vi dog arbejde med
nogle mere jordneere programmeringssprog.

Scott’s theorem. Pastand 1 refereres ofte til som Scott’s theorem. Som
det fremgar gar pastanden kun den ene vej. Det skyldes at klassen af kon-
tinuerte funktioner er stgrre en maengden af beregnelige funktioner. Den
sidste klassse er oplagt teellelig (man kan nummerere alle programmer ved
at betragte programtekster som tal i 256-talsystemet). Derimod er der ing-
en begraensninger pa taellelighed af kontinuerte funktioner. Der findes andre
definitioner af domaeneteori, hvor man indfgrer flere begreensninger for at
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3.5 Opgaver

bringe domaenerne taettere pa det de skal beskrive. Til dette hgrer sakaldte
algebraiske domeener eller w-algebraiske domaener, hvor man kun tillader
teelleligt mange endelige elementer (et element er endeligt hvis det ikke kan
opnas af en kaede der ikke indeholder sig selv). Sadanne definitioner er ikke
helt sa stabile over for domaenekonstruktioner og kan heller ikke fjerne alle
uberegnelige funktioner. I det hele taget findes der mange forskellige defi-
nitioner af domener i et omfang s& nogle folk opfatter domaeneteorien som
stor og kompliceret. Kapitel 1 skulle gerne have givet et andet indtryk.

3.5 Opgaver

Opgave 3.1. Med D og E som domener, vis at funktionsanvendelse er
kontinuert for kontinuerte funktioner. Dvs. vis at

apply: (D —-c E) xD) - E

apply(f, x) = f(x)
er kontinuert. Vink: Vis at funktionen er kontinuert i hvert argument for
sig.
Opgave 3.2. Med C, D og E som domaner, vis at funktionssammensaet-

ning er kontinuert. Dvs. vis at

compose : ((C —¢ D) x (D —¢ E)) = (C —¢ E)
compose(f, g) = \x. g(f(x))

er kontinuert.

Opgave 3.3. I pastand 1 gar argumentet kun den ene vej. Konstruer en
kontinuert, men intuitivt ikke-beregnelig funktion.

Opgave 3.4. [ forrige afsnit definerede vi en funktion for betingede udtryk
cond: B, x X x X — X ved

cond(L, x,y) =1x

cond(true, x, y) =x

cond(false, x, y) =y

Vis at funktionen

pcond(L, x,y) =1lx ifx#£y
pcond(L, x,y) =x ifx=y
pcond(true, x, y) =x

pcond(false, x, y) =y
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3.5 Opgaver

er kontinuert nar X er et fladt domane. Hvordan kan funktionen imple-
menteres s | netop svarer til ikke-termination?
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4 Fixpunktsemantik

Vi har nu set hvordan fixpunktssetningen kan bruges til at lave rekursive
funktionsdefinitioner. Vort naeste punkt er sa at bruge det mere generelt
som et veerktgj til at definere semantik. I dette afsnit vil vi opstille spillere-
glerne for denne metode til at beskrive semantik og derefter vise med nogle
eksempler hvordan den kan bruges.

4.1 Semantiske funktioner

En fixpunktsemantik er en semantik hvor betydningen af programmer beskrives
som et fixpunkt for en kontinuert funktion pa et domaene. Der er forholdsvis
fa, enkle regler for hvordan dette ma ggres og disse skal gerne sikre os at det
vi gor giver mening. Den semantiske beskrivelse er en funktion der afbilder
programmer til deres betydning i det valgte domzene.

Semantisk

- Betydning
funktion

Det veaesentligste krav til semantikken er at betydningen af udtryk beskrives
alene ved hjelp af dets bestanddele. Dette kaldes ofte den denotationelle
antagelse, eller man siger at semantikken skal vaere kompositionel. Man kan
ogsa opfatte det som at semantikken skal veere en makro, der direkte kan
udfoldes og efterlade et udtryk, som giver mening i domaeneteorien.

Syntaks. Udgangspunktet for en semantisk beskrivelse af et sprog er syn-
taksen. Vi ma starte med at beskrive hvordan de mulige programmer kan
se ud. Dette ggres normalt ved at pracsentere en grammatik for sproget.
Vi kan ggre det ved en entydig kontekstfri grammatik, men da det nu er
semantikken vi er interesseret i, udelades ofte alle de finere detaljer som
preecedensregler, mm.

For eksempel kan vi definere et lille funktionssprog ved fglgende lille
grammatik.
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4.1 Semantiske funktioner

e =gc¢ konstanter
X parametre

if e; then e; else e3 betinget udtryk

|
| ajler, ..., ep) standardfunktioner
|
| fi(er, ..., ex) funktionskald

hvor programmer har en fast form med n funktioner, hver med k argumenter.

p = fl(Xl, ceey Xk) = e

fn(x1, ..., Xk)=é€n

Grammatikken lever ikke helt op til de regler man kraever i en parsergenera-
tor, men det er alt vi skal bruge for at kunne diskutere semantik. Pastanden
er, at det nok skulle vaere rimeligt enkelt at generalisere grammatikken til at
definere et mere brugervenligt sprog. Det kunne da veere rart hvis alle funk-
tioner ikke skulle have samme antal argumenter og at de ikke ngdvendigvis
skulle kaldes de ret intetsigende navne fi, ..., f,,. Problemet er blot, at hvis
vi haenger os for meget i de spgrgsmal, vi har en glimrende forstaelse af, ja
s& nar vi aldrig leengere.

Grammatikken ovenfor indeholder to nonterminaler e og p. Nontermi-
nalerne i en sadan grammatik omtales ofte som syntaktiske kategorier idet
man opfatter dem som mangder af de tegnstrenge de kan afledes til. Det
kan veere nyttigt at teenke pa det pa denne made, for semantikken er sa en
afbildning fra de syntaktiske kategorier til nogle passende domaener.

Semantiske funktioner. En fixpunktsemantik konstrueres sa ved at de-
finere en szerlig semantisk funktion for hver nonterminal i grammatikken.
Til hver nonterminal ma man sa ogsa angive domeenet hvori udtrykkenes
betydning skal beskrives. For eksemplet ovenfor skal vi altsd definere en
semantisk funktion E for udtryk og en semantisk funktion P for program-
mer. Betydningen af udtryk beskrives i et domeene D; og betydningen af
programmer i et domaene Dso. De semantiske funktioner definerer sa betyd-
ningen af udtrykkene alene ved udtrykkenes direkte bestanddele. I dette
tilfzelde far vi altsa en reekke definitioner som

m

Ci]] = m;

m

[ (
[xi] = my
E[aj(e1, ..., e/)] =mgs(“a;”, Efe1], ..., E[es])
E[if e; then ez else e3] = my(



4.2  Funktionssprog

E[fi(e1, ..., ex)] =m5(“f;”, E[e1], ..., E[ex])
P[[ fl(Xl, N Xk) = €]

fn(X]_, ...,Xk):enﬂ :mﬁ(“f]_”, ey “fn”, “X]_”, ceey “Xk”, EIIe]_]]7 ..

hvor symbolerne my, ..., mg er navne pa givne funktioner af rette type.
Der er ikke noget krav om at disse funktioner skal vaere kontinuerte. Kravet
er, at hvis de bruges i fixpunkt udtryk skal de veere kontinuerte. De syntak-
tiske udtryk til de semantiske funktioner omgives med de seerlige semantiske
parenteser [-] for at gore det klart, at det ikke er udtryk, der skal udregnes.

Sammenfattende kan spillereglerne for at angive en fixpunktsemantik op-
stilles som:

e De semantiske funktioner méa alene beskrive meningen af udtryk ved
betydningen af deres direkte bestanddele.

e Betydningen af programmer beskrives som elementer i domaener.
e Argumenter til fixpunktoperationer skal veere kontinuerte funktioner.

Bemaerk at der i disse regler ikke kraeves at der optraeder fixpunkter i en fix-
punktsemantik. Det vil imidlertid vaere et ret trivielt programmeringssprog,
hvis man kan klare sig foruden.

Eksempler. I resten af dette afsnit vil vi preesentere tre eksempler pa
fixpunktsemantikker. Vi starter med det lille funktionssprog brugt ovenfor.
Derefter vil vi beskrive et lille imperativt sprog og et logik sprog. Vi skulle
dermed gerne havde dasekket de tre vaesentligste retninger inden for pro-
grammeringssprog. For hvert sprog galder at den semantik vi giver bestemt
ikke er den eneste mulige. Vi skal senere se andre fixpunktsemantikker for
sprogene, men de skal gerne i en eller anden forstand veere sekvivalente.

4.2 Funktionssprog

Vi vil fgrst give en fixpunktsemantik for funktionssproget vi brugte i eksem-
plet ovenfor. Sproget blev beskrevet ved en grammatik med to nonterminaler
e og p. Til hver af disse hgrer sa en semantisk funktion: E og P. Vi vil fgrst
uformelt diskutere hvilken betydning vi gerne vil tilleegge sproget og derefter
formalisere det som en fixpunktsemantik.
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4.2  Funktionssprog

Betydning. Syntaksen i sig selv kan naturligvis kun antyde hvilken be-
tydning vi har i tankerne med et sprog. Der er derfor en rakke afggrelser vi
skal tage fgr semantikken formaliseres.

I dette sprog vil vi for det fgrste antage en ivrig (dvs. call-by-value)
udregning af funktionsargumenter. Vi vil desuden antage at alle udregnede
veerdier tilhgrer en meengde V. Denne maengde skal som minimum indeholde
de boolske vaerdier true og false. Til alle konstanter c; i sproget skal der veere
en tilsvarende veerdi const; € V og for standard operationerne a; ma der
veere funktioner basic; : V/ — V.

Semantiske domsaener.

D =V, —veerdier
d = (VK-D)" —funktionsbetydninger

Semantiske funktioner.

E[exp] :® — vk D

P[prog] : @
Definition.
E[ci]ov = const;
E[x;] v =1
E[ai(e1, ..., e))]ov =let vj = E[e;]or, j=1, ... Lin

if some v; = | then L else
basici(vy, ..., vy)

E[if e; then e; else e3]¢r = let vi = E[e;1]¢v in
if vi = true then E[es]¢v else
if vi = falsethen E[es]¢v else

1

E[fi(e1, ..., ex)]ov =let vj = E[e;]¢r, j=1, ... kin
if some v; = | then L else
bi(vi, ...y Vi)

og



4.2  Funktionssprog

Semantikken er defineret som det mindste fixpunkt for en funktional F med
typen ® — & og defineret som

F(¢) = (Eleil, ..., E[en]9)

Dette fixpunkt er veldefineret da funktionalen er kontinuert.
Vi kunne ogsa have udtrykt den semantiske funktion E noget kortere ved
at bruge et par hjzlpefunktioner. Vi kunne sa have skrevet:

E[c;]ov = const;
E[x;]ov =1y
Efai(es, ..., e)]ov = strict basic;(E[e;1]ov, ..., E[e/]¢v)
E[if e; then e else e3]¢r = cond(E[e ] ¢v, E[ez] v, E[[eg]]dw)
Elfi(er, ..., ey = strict ¢y (E[er]év, ..., E[ex]év)
med
strict f(vy, ..., vk) =ifvi =1LV ---Vvg=_1 then L else f(vy, ..., vy)

og hvor cond blev defineret i afsnit 1.

Diskussion. En semantik kan bruges som en definition af hvad betyd-
ningen af et program skal vaere. Mere almindeligt er det dog at vi har en
intuitiv forstaelse af hvad programmer er, og vi skal sa argumentere for at
den matematiske beskrivelse svarer hertil. For funktionssprog har vi allerede
veeret igennem denne diskussion i sidste afsnit. Den eneste forskel er at vi
her tillader flere gensidigt rekursive funktioner, men dette giver i sig selv
ikke ekstra kraft til sproget idet funktionsnummeret kan opfattes som en ek-
stra parameter til funktionsomgivelserne ¢. For funktionssproget er seman-
tikken her defineret som graenseveerdien af en folge af funktionsomgivelser,
hvor den fgrste approximation definerer alle de funktioner, der kan udregnes
uden funktionskald; den anden approximation ved ogsa at tillade kald til
séledes definerede funktioner; osv. Det der sa skal argumenteres for er at
denne udregningsmodel svarer til hvad vi forventer af funktionssproget.
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4.3 Imperativt sprog

Eksempel. Betragt fglgende program
f(x) =ifx=0then lelsexxf(x—1)

For dette programer k =10ogn=1s3 ¢ € N— N, og v € N. En direkte
udfoldning af de semantiske funktioner giver da

fixAgp. Av. cond(strict eq(v, 0), 1, strict mul(v, strict ¢(strict sub(v, 1))))

Dette kan simplificeres noget, da kun argumenterne til standardfunktionen
mul kan vaere bundelementet L.

P[f(x) =ifx =0then lelse xxf(x —1)] =
fixAp. Av. cond(v =0, 1, v x; ¢(v — 1))

Dette ser maske ikke umiddelbart seerligt imponerende ud. Oversattelsen
er meget direkte og viser os maske ikke sa meget nyt om programmet.
Domeéneteorien er i bund og grund funktionel s& at give semantikken for
et lille funktionssprog er derfor meget enkelt. Nar vi gar videre til andre
sprog er denne process lidt mindre triviel.

4.3 Imperativt sprog

Det naeste sprog vi vil betragte er et lille imperativt sprog. Syntaksen er
fastlagt ved nogle fa produktioner

p ::= null
| xj:=e
| P1; P2
| if b then p; else p2
| while b do p;

e = Xj
| c
| e iop;e
b ::= true | false
| e1 bopj e
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4.3 Imperativt sprog

Semantiske domaener. Vi antager at der er et fast antal m af variabler
xj. Vi vil desuden antage at veerdier af variabler er naturlige tal N. Lageret
pa et givet tidspunkt kan derfor beskrives ved et element i N™. Betydningen
af et program er en afbildning af lagerindhold fgr start til lagerindhold efter
udfgrelsen. Dette kan beskrives som en funktion af type N™ — (N™) hvor
bundelementet betyder at programmet ikke terminerer eller at der har veeret
en kgretidsfejl.

I udtryk kan der forekomme to slags standardoperationer, iop; for heltal-
soperationer og bop; for boolske operationer (operationer pa heltal der re-
turnerer boolske veerdier). Til hver af disse forventer vi givet en betydning

iop; og bop;

iop; : N x N — N
bO[)j:NJ_XNJ_HBJ_

til konstanter c¢; skal der vaere givet elementer const; € N.

Semantiske funktioner.

Plp] : N*™ — (N™)
Efe] : N — N
B[b] : N - B,

Definition.

P[null]o =0

[
Plx; := e]o = update(i, E[e]o, o)
Plpi; p2]o = appl(P[p2], P[p:1]o)
P[if b then p; else ps]o = cond(B[b]o, P[pi]o, P[p2]o)
P[while b do p]o = repeat(B[b], P[p:], o)
E[xi]o = 0}
E[ci]o = const;
E[e; iop; ex]o = iop;(E[ei]o, E[ez]o)
B[true]o = true
B[false]o = false
Ble: bopj ez]o = bop;(E[e:]o, E[ez]o)
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4.3 Imperativt sprog

med

update(i, d, 0) = ifd = L then 1 else (o1, ..., 0i_1,d, Oit1, -+, Om)
appl(f, o) = cond(o = L, L, f(0))
repeat(b, f, o) = cond(appl(b, o), repeat(b, f, appl(f, o)), o)

Hvor repeat her er udtrykt rekursivt. Vi burde derfor vise at funktionen kan
defineres som et fixpunkt.

repeat = fix\F. \(b, f, o). cond(appl(b, o), F(b, f, appl(f, 0)), o)

Diskussion. Semantikken er her ikke beskrevet ved et globalt fixpunkt,
men ved fixpunkter for hver while setning i programmet. De endelige ap-
proximationer til beskrivelsen af disse seetninger fglger mgnsteret fra funk-
tionssprog: I den fgrste approximation beskrives while seetninger hvor betingelsen
er falsk, i den anden approximation saetninger hvor betingelsen bliver falsk

for forste eller andet gennemlgb, osv. Herved far man altsa givet mening

til while seetninger hvor betingelsen bliver falsk efter et endeligt antal gen-
nemlgb. Szetninger, hvor betingelsen altid er sand, beskrives ved en afbild-
ning til bundelementet blandt lagerindhold.

Eksempel. Betragt programmet

X9 1= 1;
while x; > 0 do
X9 = X9 * X{;

X1 = X1 — 1;
En direkte udfoldning af de semantiske funktioner giver her

Ao appl( Aol repeat( Ao?. oF > 0,
3

Ao3. appl(Ao?. update(1, of — 1, o?), update(2, o3 * o3, o

al),

update(2, 1, 0))
Dette kan forenkles noget til
Ao. repeat( A\o?. o7 > 0, \a®. (0% — 1, 03 x 0}), update(2, 1, o))

Et videre forsgg pa at vise at denne funktion er skvivalent med fakultets-
funktionen ma vente til neeste afsnit.
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4.4 Logiksprog

4.4 Logiksprog

Vort sidste eksempel er et lille sprog af logikprogrammer. Sammenlignet med
de sidste to semantikker er dette eksempel nok interessant idet vi her for
alvor har bevaeget os vaek fra en denotationel semantik med en beregnelig
model. Vi praesenterer en semantik, der giver god mening i domaeneteorien,
men som ikke direkte kan opfattes som en fortolker for sproget.

Et program bestar af en raekke klausuler, som enten er betingede praedikater
eller fakta. Modsat Prolog er raekkefglgen af klausuler ikke afggrende i dette

sprog.

p i=clj---cl
cl ==ap:-ay, ...,a,.
| ao.
a u=Pj(ty, ..., t)
t =X
| ¢
| £t ..., t)

Semantiske domaener. Basis for semantikken er begrebet grundtermer.
En term siges at veere en grundterm hvis den ikke indeholder frie variabler.
Tilsvarende er grundpraedikaterne de preedikater, der ikke indeholder frie
variabler. Maengderne af grundtermer og grundpraedikater kan defineres som

GT == f;(GTy, ..., GTy)
|

GP :=P;(GTy, ..., GTy)

En substitution er en afbildning af variabler til grundtermer. Lad Var vaere
maengden af variabler

Var = {x1, ..., Xm}

En substitution er derfor en funktion i Var — GT. I semantikken skal vi
bruge maengden af substitutioner og definerer derfor

©® =Var —- GT

Betydningen af et program vil veere meengden af de grundpraedikater, der
kan afledes fra programmet ved gentagen udfoldning af hgjresider og brug
af substitutioner.
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4.4 Logiksprog

Semantiske funktioner.

Plp] :P(GP)

Clcl] :P(GP)— P(GP)
Ala] :(Var — GT)— GP
T[t] :(Var— GT)— GT

Definition.
Plcly - - - clj] = fixAs. (C[cli]s U --- U C[cl]s)
Clag - a1, ..., an. [s ={AJag]d|0 € © AVj. Alay]0 € s}
Clag. s = {AJag]0 |6 € O}
A[P;(t1, ..., t)]0  =P5(T[t1]0, ..., T[te]0)
T[x;]6 = 0(xi)
T[[Ciﬂe =G
T[fi(t1, ..., tx)]0 =£;(T[t1]0, ..., T[tx]0)

Diskussion. Modsat de to tidligere semantikker beskrives programmer her
ikke ved funktioner, men ved en meengde. Nar vi skal undersgge fixpunktets
egenskaber galder der atter at det er tilstraekkeligt at undersgge approxi-
mationerne. For et givent program og et givet grundpreedikat gaelder nemlig
at det er med i fixpunktet hvis og kun hvis det er med i approximationerne
fra et vist trin.

De semantiske funktioner A og T omformer blot en term eller et praedikat
til en grundterm eller et grundpraedikat ved at anvende en substitution pa
udtrykket. Hvis vi skulle have gjort det lidt simplere kunne vi blot have
skrevet 0(a;) i stedet for Afa;]0 og sa udeladt A og T. Det ser man da ogsa
ofte gjort i litteraturen, men ret beset er det en lidt ufin blanding af syntaks
og semantik.

Den interessante semantiske funktion er C. For fakta, dvs. klausuler uden
en hgjreside, beskrives betydningen ved at erstatte alle variabler i preedikatet
med grundtermer. Det vaesentlige er her at hvis den samme variabel op-
treeder flere gange skal hver forekomst erstattes med samme grundterm. Be-
tydningen er maengden af de mulige grundpraedikater der fremkommer ved
sddanne substitutioner. For klausuler med en hgjreside folger semantikken
samme mgnster idet man dog der kun medtager de substitutioner, hvor alle
praedikaterne pa hgjresiden er vist at vaere mulige afledninger. Man siger ogsa
ofte at man beskriver betydningen ved succes-maengden for praedikatet.
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4.5 Opgaver

Eksempel. Betragt programmet
append(nil, x, x).
append(cons(x, y), w, cons(x, v)) :- append(y, w, v).
En udfoldning af de semantiske funktioner giver
fixAs. ( {append(nil, t, t) |t € GT}U
{append(cons(t, t1), t2, cons(t, t3)) | t € GT A append(ti, to, t3) € s})

Dette udtryk kan forenkles yderligere ved for eksempel at definere den karak-
teristiske funktion for maengden (funktionen, der tester om et givet element
ligger i maengden).

4.5 Opgaver

Opgave 4.1. Omskriv funktionsprogrammet nedenfor til et domaeneteo-
retisk udtryk og simplificer det sa vidt muligt.

fib(x) = if x < 2 then 1 else fib(x — 1) + fib(x — 2)

Opgave 4.2. Omskriv det imperative program nedenfor til et domaenete-
oretisk udtryk og simplificer det sa vidt muligt.

x3 = 0;

while x; > x5 do
X1 ‘= X1 — X9,
x3:=X3+ 1;

Opgave 4.3. Vis at
P[while true do null] = A\o. L

Opgave 4.4. Udvid det imperative sprog med en repeat satning:
repeat p until b

og definer dens semantik.

Opgave 4.5. Omskriv logikprogrammet nedenfor til et domaeneteoretisk
udtryk og simplificer det sa vidt muligt.

member(x, cons(x, y)).
member(x, cons(z, y)) :- member(x, y).
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5 Fixpunktinduktion

Vi har nu set hvordan fixpunktsaetningen kan bruges til at definere rekur-
sive funktioner, og vi har set hvordan den kan bruges som basis for at kon-
struere en matematisk beskrivelse af programmeringssprog. Vi har hver gang
uformelt argumenteret for de herved definerede objekters egenskaber. Vi har
saledes undersggt de endelige approximationer til fixpunkter og derfra slut-
tet os til egenskaber ved fixpunktet. Sadanne argumenter ligner szedvanlig
induktion, men der er en forskel. Ved alene at undersgge approximationerne
kan vi godt nok slutte os til at alle approximationerne har en given egen-
skab, men det i sig selv siger jo ikke noget om fixpunktet. Vi har brug for
en steerkere saetning, og den kommer her.

5.1 Fixpunktinduktion

Definition. Et praedikat p: D — B pa et domene D siges at veere induk-
tivt hvis og kun hvis der for alle keeder (x;) € kaeder(D) gaelder

p(Ll)
og
(Vi. p(xi)) = p(LIxi)

Keert barn har mange navne: Induktive preedikater kaldes pa engelsk ogsa
for admissible, inductive, inclusive eller w-complete.

Saetning. Lad f veere en kontinuert funktion f : D — D ogp: D — B
et induktivt preedikat med egenskaben Vd € D. p(d) = p(f(d)), da geelder

p(fix(f)).

Bevis. Fixpunktet for en funktion f : D — D findes netop som en graen-
sevaerdi af en keede i D. Ved induktion fglger at alle keedens elementer op-
fylder praedikatet. Da praedikatet er induktivt vil greenseveerdien ogsa op-
fylde praedikatet.

Eksempler. Vi kan hurtigt komme med nogle eksempler pa induktive

pradikater:
Lad D vare et domaene og ¢ € D et vilkarligt element i D. Praedikatet
p(x) = (xEc)

er da induktivt.
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5.2 Eksempel

Modeksempler. Det er nok ogsa pa plads at give et par eksempler pa
pradikater, der ikke er induktive.

Det er ganske let at konstruere et ikke induktivt praedikat ved blot at
sgrge for det er falsk for mindsteelementet:

p(x) = falsk
eller

p(x) =(x#1)
Det er straks vanskeligere at finde preedikater, som er sande for mindsteele-
mentet, men ikke induktive. Et eksempel er dog

p:N* —-B

p(x) = (x # o0)
hvor N* = N U {oo} er ordnet med heltalsordningen hvor 0 er mindste
element og oo er stgrste element. I domaenet kan vi betragte kaeden

0<1<2<...

hvis elementer alle opfylder praedikatet. Graensevaerdien af keeden, derimod,
er oo og opfylder ikke praedikatet. Konstruktionen her minder igvrigt om
eksemplet pa en monoton, men ikke kontinuert funktion.

5.2 Eksempel

I sidste afsnit beskrev vi fakultetsfunktionen i bade funktionssproget og i det
imperative sprog. Forskellen var ikke stor, men den er der alligevel. Essensen
af det imperative program er en fixpunktdefinition.

G: (W — (VW) 1) = (N = (N?) )
G =g Ax,y).cond(x > 0,g(x— 1,y *x), (X,y))
f = fixG

Med denne definition vil vi forvente at
f(x,1)=,y)=y =x!

Det er nok ikke sa overraskende da funktionen f ligner den funktionelle defi-
nition af fakultetsfunktionen til forveksling. De ligner nok hinanden, men der
er dog en forskel idet multiplikationerne her sker i den modsatte rackkefglge.
Det betyder at vi ikke kan vise en @ekvivalens ved blot at lave nogle simple
omskrivninger. Bemaerk for eksempel at i funktionalen G bruger vi almin-
delig multiplikation og ikke den lgftede multiplikation *; som for den funk-
tionelle definition. Det skyldes at x og y begge er elementer i N og de kan
derfor ikke vaere udefinerede (L).
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5.3 Induktive relationer

Akvivalens. Betragt folgende praedikat for funktioner g.

vx,y,x,y eN.gx,y) =&, y) =y =y=*x!

I ord vil det sige, at for alle (x, y) vil g(x, y) enten veere mindsteelementet
L eller ogsa vil anden komponenten veere produktet af y og x fakultet.
Pastanden er at dette preedikat er opfyldt for fix(G).

Bevis. Beviset har to dele: Forst skal vi vise at preedikatet er induktivt,
dernzest skal vi vise at alle approximationerne til £ (dvs. Gi(A\(x,y). 1))
opfylder praedikatet.

At preedikatet er induktivt fglger af at greenseveerdien af en kaede af
funktioner er defineret elementvis. For en kaede (g;) geelder nemlig

s (x,y) =, ¥) = 3 gilx, y) = ' y)

Det folger heraf at hvis alle approximationerne opfylder preedikatet vil ogsa
greensevaerdien opfylde det. Bemeerk igvrigt at et praedikat som q(h) =
A(x, y). h(x,y) = L ikke er induktivt pa dette domene.

Beviset for at alle approximationerne til f opfylder praedikatet benytter saed-
vanlig induktion. Det er let nok at vise at dette er opfyldt for bundelementet.
Mindsteelementet i domeenet er funktionen der afbilder alle par af tal til
mindsteelementet 1.

Vi skal nu antage at betingelsen er opfyldt for en funktion g og vise at det
sa ogsa er opfyldt for G(g). Ved at bruge induktionsantagelsen far vi

snd((G(g))(x,y)) = cond(x > 0, snd(g(x — 1,y *x)),y)
=cond(x >0, (y*xx)* (x—1),y)

og videre simplifikation giver

cond(x >0, (y xx) * (x — 1), y)
=cond(x >0,y *x!,y)

=y *x!
hvilket var hvad vi skulle vise.
Bevis slut
5.3 Induktive relationer

Man kan lave en del variationer over princippet for fixpunktinduktion. En
hyppigt forekommende situation er at man gerne vil vise en relation mellem
to rekursivt definerede funktioner.
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5.3 Induktive relationer

Definition. Lad D og E vaere domaner og R en relation mellem elementer
i D og E. Relationen siges at veere induktiv hvis og kun hvis der for alle
voksende kaeder ((xj, yi)) € kaeder(D x E) geelder

1pR 1g
og
(Vl Xi R yi) = (lei) R (Llyi)

Fixpunktinduktion. Lad R vare en induktiv relation mellem elementer
i domeenerne D og E og lad f : D — D og g : E — E vare kontinuerte
funktioner med egenskaberne:

VaeD,beE. aRb= f(a) Rg(b)
Fixpunkterne for f og g vil da ogsa veere relaterede med R: fix(f) R fix(g).
Lemma. Lad R ogS vere induktive relationer mellem elementer i domaen-
erne D og E. Da galder det samme for relationerne

xRUSy<xRyVxSy
xRNSyexRyAxSy

Advarsel. Lad R ogS vare induktive relationer mellem elementer i domaen-
erne D og E. Da er relationen

xR\Sy<xRyA-(xSy)

ikke ngdvendigvis induktiv. Hvis R er en induktiv relation mellem elementer
i domaenerne C og D, og S en induktiv relation mellem elementer i domaen-
erne D og E, da er sammensaetningen

xSoRy<dzeD.xRzAzSy

ikke ngdvendigvis induktiv.

Eksempel. Lad f: D — E vare en kontinuert funktion. Da er fglgende
relationer induktive

xRiyef(x)Jy
xRyyefx)Cyvx=1
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5.4 Indlejring

Saetning. En relation R er induktiv hvis den er striks
1R L

og har formen
xRy < (IR)

med (IR) som et udtryk i x og y der folger regler

(IR) ::= (IR) A (IR)|Vd; € D; : (ER)
(ER) := (ER) vV (ER) | Q;(dy) | f(x, y, d;) C g(x, y, di)

hvor Q; er et fgrste-ordens preaedikat og f og g er to kontinuerte funktioner.

Logiske relationer. Induktive relationer kan ogsa konstrueres ved at lgfte
relationer mellem domener til produkter, funktionsrum og sumdomsener.
Lad R vere en induktiv relation mellem elementer i domaener D og D9 og
lad S veere en induktiv relation mellem elementer i domaener E; og Es. Vi
kan da ogsa danne de fglgende induktive relationer

v<d1, el> e Dy x El, <d2, e2> € Dy x Es.
<d1, e1> RS <d2, 62> < diRdy Aep Seq

og

Vf:D1—>E1,gZD2—>E2.
fR—Sg<:> (le S Dl,dg €eDs.di Rdy = f(dl) Sg(dg))

En lignende metode kan bruges for sumdomaener (se opgaverne). Relationer,
der pa denne made er lgftet op igennem en typestruktur, omtales ofte som
logiske relationer. De er som sadan ikke mere logiske end sa meget andet,
men man sparer jo nogle definitioner og beviser nar man far nogle kom-
plicerede relationer forzeret fra nogle relationer over grunddomsenerne i en
typestruktur. Det er da meget logisk.

5.4 Indlejring

Der er masser af andre variationer over princippet for fixpunktinduktion. Vi
skal her til sidst se pa en brug i forbindelse med indlejring af et domeene
i et andet. Denne metode har traditionelt haft stor betydning for bevis-
teknikkerne i abstrakt fortolkning. Vi far ogsa brug for indlejringer i neeste
kapitel, hvor vi skal kikke pa lgsninger af rekursive domaeneligninger.

42



5.4 Indlejring

Indlejring. Lad os betragte to domaener D og E. Vi siger at D kan in-
dlejres 1 E hvis der findes to kontinuerte funktioner

¢:D—E
Yv:E—D

som opfylder

VxeD . Y(o(x)) =x

VyeE .o(y(y)) Cy
Den forste betingelse siger at elementerne i D kan repraesenteres som en
delstruktur af E. Den anden betingelse siger at indlejringen i en eller anden
forstand skal bruge s& sma veaerdier som muligt. For eksempel vil bund blive
repracsenteret ved bund da ¢(L) C ¢(¢(L)) C L.
Vi vil af og til bruge notationen D %} E for at angive at vi har en indle-

jring af D i E med funktionerne ¢ og 1. Notationen kan laeses som at ved
afbildningen fra D til E bevares al information hvorimod der fra E til D
kan tabes information. Det fglger da ogsa at ¢ er injektiv og v er surjektiv.

I forbindelse med abstrakt fortolkning kaldes funktionerne v og ¢ for hen-
holdsvis abstraktionsfunktion og konkretiseringsfunktion. Vi skal nok vende
tilbage til dette senere.

Fixpunktinduktion. Lad D vare indlejret i E med ¢ og ¢. For kontin-
uerte funktioner f : D — D og g : E — E som opfylder

Vx € D. ¢(g(o(x))) = f(x)
Vy € E. ¢(f(¢(y))) 2 g(y)

geelder
P(fix(g)) = fix(f)
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5.4 Indlejring

Bevis. Vi vil her basere os pa en induktiv relation: Relationen
VxeD,yecE.xRy<siYy)=x
er induktiv.
At den er graensevaerdibevarende fglger af v¢’s kontinuitet. At den er strikt
folger af at ¢(L) = L idet
¢(L) =L =9(o(L) =¢(L) = L=y(L)

Vi skal nu vise at x Ry = f(x) R g(y). Resultatet folger derefter ved
fixpunktinduktion. Der er to veje at vise idet vi bruger antisymmetrien For
alle x € D, y € E har vi nemlig at

Y(y) =x = o(¥(y)) = o(x)
Jg(o(x)

og

Bevis slut
Om det sa er smart at bruge dette princip afhsenger af situationen. Umid-
delbart er det blot et specialtilfzelde af induktive relationer, idet vi dog har
to relationer at vise i stedet for en i induktionsskridtet. Det ligner jo ikke
nogen forbedring, men der kan veere situationer, hvor det er lettere at bruge.

Galois forbindelse. Indlejring af et domaene i et andet kan ses som et
specialtilfeelde af en sakaldt Galois forbindelse. Vi siger at der er en Galois
forbindelse mellem to domaener D og E hvis der findes to funktioner

¢o:D—E
Yv:E—D

som opfylder
VxeD,yceE . Y(y)Ex &y L o(x)

Galois forbindelser har mange paene egenskaber, men dem kan vi altsa ikke
komme ind pa her. Pa engelsk kaldes de for Galois connections og indlejringer
Galois insertions eller blot embeddings.
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5.5 Mere om indlejringer

5.5 Mere om indlejringer

Lige som logiske relationer kan lgftes op igennem en typestruktur kan indle-
jringer ogsa lgftes til mere komplicerede domaener.

Domaneudtryk. Et domeneudtryk F(D) med formel parameter D er
et udtryk opbygget med domaenekonstruktionerne: cartesisk produkt, sum,
funktionsdomeene og lgftet domaene. Udtrykket kan opbygges ud fra den
ubekendte D og faste domaener som N, B osv.

Saetning. For domaner E; og Eo, hvor E; kan indlejres i Eg og et domaeneudtryk
F(D), sa kan ogsa F(E;) indlejres i F(Ey).

Bevis. Beviset fglger ved strukturel induktion over domeneudtrykket F(D)’s
form.

Hvis F(D) har formen D ved vi at E; kan indlejres i Eo. Hvis F(D) blot
er et af de faste domeener (N, ...) sa kan F(D) indlejres i sig selv ved brug
af den identiske afbildning.

Nu antager vi induktivt at for domaeneudtryk F;(D) og Fa(D) kan
Fi(E;) indlejres i F1(E2) og F2(E;) indlejres 1 Fo(Es).

Y ¥
Fi(B) == Fi(Ez)  Fy(B) == F(Ey)
1

2

For domeneudtrykket F(D) = F;(D) x Fo(D) gaelder pastanden idet vi kan
bruge fglgende indlejring:

(F1(B) x Fa(B1)) = (Fy (By) x Fa(Ey))

¢3((a1, az)) = (¢1(a1), g2(az))
Y3((b1, b2)) = (¥1(b1), Ya2(b2))

For funktionsdomaener kan vi bruge folgende indlejring:
(F1(B) — Fa(B))) = (Fy(By) — F(By))
¢4(f) = Ab1. ¢2(f(¢1(b1)))

Y4(g) = Aay. Ya(g(h1(a1)))

For sum domaener kan vi benytte folgende indlejring

(F1(E1) + F2(Eq1)) ’¢——5> (F1(E2) + F2(E2))

¢5(a) = cond(isl(a), inl(¢1(outl(a))), inr(¢2(outr(a))))
¥5(b) = cond(isl(b), inl (1 (outl(b))), inr(x2(outr(b))))
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5.5 Mere om indlejringer

For et lpftet domaene har vi

P
Fi(E1), ’¢——6> Fi(Ez),

6

¢¢(a) = cond(def(a), up(¢1(down(a))), L)
¥6(b) = cond(def(b), up(y1(down(b))), L)

Bevis slut.

Notation. For en indlejring A % B og et domaneudtryk F(D) kan vi
1
ifplge seetningen nu konstruere en indlejring F(A) ’%—2> F(B). Vi vil bruge

2
notationen <22 =F( 2

2 1
(¢1, ¥1).

) for at angive at parret (g2, ¥2) kan dannes fra

Seetning. Betragt folgende indlejringer

A B2 C

$1 @2

Daer A % C en indlejring. Vi vil bruge notationen
2001

P1oth2 U1 b2
= O

P2001 1 ®2

for at angive sammensaetning af indlejringer.
Bevis. oplagt.

Setning. For indlejringer

A B2

1 2
geelder
P1otho Y1 ()
F(=—=)=F oF
¢2001 ( o1 ) ( P2 )
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5.6 Opgaver

Bevis. Satningen fglger ved strukturel induktion over domaeneudtrykkets
form. For udtryk D og konstante domaner er ssetningen oplagt.

Antag nu at seetningen er vist for deludtryk Fi(D) og F2(D) hvor vi har
indlejringer

Fi(A) 225 F(B) 22, F,(C) Fa(A) 22 Fy(B) 224 Fy(C)
o1 P2 b3 P4
og
Fi(A) 222 F,(C) Fa(A) 2% Fy(C)
P2001 Pa0¢3

For det cartesiske produkt skal vi vise at

AMai, az). (g2 0 ¢1)(a1), (¢4 0 ¢3)(az))
= (M(b1, ba). (¢2(b1), ¢4(b2))) o (M a1, az). (¢1(a1), ¢3(az)))
Aer, e2). (P10 92)(cr), (Y3 0 Ya)(c2))
= (M(b1, ba). (¢1(b1), ¥3(b2))) o (M1, €2). (¥2(c1), Ya(c2)))
Resultatet folger ved simpel udregning.

Tilsvarende udregninger kan foretages for funktionsdomener, sum og
lpftet domeene. Dette overlades dog som en gvelse til leeseren.

Nl NN A

Bevis slut

5.6 Opgaver

Opgave 5.1. Lad f: D — D vere en kontinuert funktion pa et domeene
D. Vis at folgende geelder:

vd € D. (f(d) C d = fix(f) C d)

Dette princip kaldes ofte for Park induktion

Opgave 5.2. Lad f: D —¢c E og g : E —¢ D mellem domaner D og E.
Vis at folgende geelder:

fix(g o f) = g(fix(f o g))

Opgave 5.3. Lad R vere en induktiv relation mellem elementer i domaener
D; og D5 og lad S vaere en induktiv relation mellem elementer i domaener
E; og E,. Vis at man kan definere en induktiv relation mellem elementerne
iD; +E; og Do + Eg
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5.6 Opgaver

Opgave 5.4. Vis at de logiske relationer RXS og R—S dannet fra induktive

relationer R og S er induktive.

Opgave 5.5. Afslut beviset for satningen om sammenssetning af indle-

jringer:

F(E22) = P o F( )

p2001 1 P2
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6 Rekursive domaneligninger

Vi har i disse noter set hvordan domaneteori kan bruges til at beskrive
semantikken af programmeringssprog. Vi har benyttet at fixpunktssetnin-
gen kan bruges til at beskrive de rekursive afthaengigheder, der normalt op-
traeder i programmer. En semantik der pa denne made direkte er funderet
i domeeneteorien har vi kaldt for en fixpunktsemantik. Der er imidlertid et
andet aspekt af semantikken vi endnu ikke har beskaeftiget os med, og det
er betydningen af typer.

Vi viste i starten af disse noter hvordan man kan danne nye domaener som
produkter, sum og funktionsrum af andre domaener. Alt ialt er domaenete-
orien overraskende stabil over for sddanne konstruktioner. Vi skal her til slut
opridse et af hovedresultaterne inden for domaneteorien; nemlig at rekursive
domeeneligninger opbygget af seedvanlige domaenekonstruktorer altid har en
lgsning.

Beviset er ganske omfattende sa dette afsnit vil nok ikke ligefrem veaere let
leesning. Hovedformalet med afsnittet er at man kan forsta konstruktionen
sa man er fortrolig med hvordan lgsningerne til domaeneligninger ser ud.
Derimod er det mindre vaesentligt om man har overbevist sig om at alle de
meangder, der bliver brugt, er domaener, at alle funktionerne er kontinuerte
og at alle folgerne er keeder. Disse beviser er i sig selv ganske enkle, men der
er bare sa mange af dem at man let mister overblikket.

6.1 Rekursive domaenedefinitioner

Rekursive typedefinitioner kendes fra mange programmeringssprog. I Pascal
kan man saledes benytte fglgende erkleering til haegtede lister af heltal.

type x = 1 y;
y = record
v :integer ;
Z:X
end

Ogsa lambdakalkule kender til rekursive definitioner: Objekter er enten
lambdaudtryk eller (partielle) funktioner mellem lambdaudtryk. Det kunne
vi fristes til at udtrykke ved at sige at meengden af lambdaudtryk D skal
opfylde ligningen.

D=D D,
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6.1 Rekursive domanedefinitioner

Som med rekursive funktionsdefinitioner er det imidlertid ret uklart hvilken
mening vi skal tilleegge en sddan definition. Skal man finde et maengdeudtryk
som kan indsaettes og give det samme, tekstuelt, pa begge sider? For at kunne
snakke om semantikken af et sprog er det centralt at vi er sikre pa, at der
findes en maengde af mulige vaerdier for hver type der kan benyttes i sproget.

Manglende lgsninger. Problemet minder om vor diskussion af rekursive
funktionsdefinitioner. Der er imidlertid her flere grunde til at vi er ude pa
et skraplan og ma traede forsigtigt.

I maengdelaeren betyder lighed mellem mangder at de indeholder samme
elementer. Med mindre man har meget simple ligninger som D = D synes
det sveert at finde en made at finde ud af om en given maengde kan siges
at opfylde ligningen. Det bedste vi sa kan ggre er da blot at kraeve at de to
maengder pa hver side er isomorfe. I ord kan man sa sige at vi om ligningen
ovenfor gerne vil have en mangde sa lambdaudtryk kan opfattes som funk-
tioner mellem lambdaudtryk og omvendt. Ligningen skriver vi sa i stedet
som

DED—>DJ_

og vi siger, at vi gnsker en lgsning op til isomorfi.
Cantors sasetning siger imidlertid at pa grund af kardinaliteten kan lignin-
gen

D~D—-D;

ingen lgsninger have. Det viser sig imidlertid, at hvis vi begraenser os til de
kontinuerte funktioner har denne ligning, og en lang raekke andre, lgsninger
som er domeener.

Det kunne veere fristende at bruge konstruktionen fra de rekursive funk-
tionsdefinitioner pa disse ligninger. Klassen af domeener er imidlertid ikke en
maengde — og derfor heller ikke et domaene. Vi kan derfor ikke umiddelbart
bruge fixpunktsaetningen.

De spilleregler maengdelaeren giver os er, at vi godt kan konstruere sum,
produkt, foreningsmaengde og faellesmeengde af en uendelig (teellelig) klasse
af meengder. Til gengeeld kan meengdelseren ikke direkte hjeelpe os med at
konstruere sadanne uendeligt dybe indlejrede strukturer som en ligning som
D~D — Dj krever.
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6.2 Lgsning op til isomorfi

6.2 Lgsning op til isomorfi

Nar vi blot kraever lgsninger op til isomorfi skal vi hurtigt se at vi i konkrete
tilfselde kan finde lgsninger. Senere vil vi generalisere det til en egentlig
konstruktion af lgsninger til rekursive domaeneligninger. Lad os starte med
at formalisere hvad vi vil kraeve af en lgsning til en sadan domaeneligning.

Isomorfe maengder. Givet en domeneligning

D ~ F(D)
hvor F er et domeeneudtryk i D. Ved en lgsning til ligningen forstar vi et
domaene D sammen med to kontinuerte funktioner:

¢ :D — F(D)

vV:FD)—D
saledes at

Vx € D. ¥ (P(x)) =x

Vx € F(D). ®(¥(x)) =x
Vi kunne ogsa have sagt at D skal kunne indlejres i F(D) samtidig med at
F(D) kan indlejres i D.

Eksempel. Lad A vere et vilkarligt domaene. Betragt ligningen
D~AxD
En lgsning til ligningen er
D=N->A
idet vi kan bruge de fglgende funktioner som isomorfier.
®:(N—-A)— (Ax(N—A))
UV:(Ax(N—=A))—-(N—=A)
O(f) = (£(0), \x. f(x+ 1))
U((y, f)) = M\x. if x =0 then y else f(x — 1)
Vi skal nu vise at de faktisk opfylder betingelserne for isomorfi.
O(U((y, £))) = {y, Ax. £(x)) = (y, )
U(P(f)) = Ax. if x =0 then f(0) else f(x) = f
Domeneligningen fastleegger at D skal svare til de uendelige lister af el-
ementer fra et domsene A. Lgsningen her viser sa, at en funktion fra de
naturlige tal til A kan opfattes som en uendelig liste af elementer fra A. Det

er nok ikke saerlig overraskende, men det skulle gerne vise at de lgsninger vi
far ud af det svarer til hvad vi ville forvente intuitivt.
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6.3 Approximationer

Anvendelse. Det kan maske synes tungt at skulle sleebe rundt pa iso-
morfierne nar man skal bruge elementer i domanet defineret ved ligningen
D ~ A xD. I praksis er man ikke interesseret i den indre struktur af sadanne
domaener nar man blot har visse basisoperationer. I dette tilfselde kan man
for eksempel teenke sig fglgende fire operationer:

nile D nil = Ax. La

cons: AxD—D cons(a, d) = ¥((a, d))
head: D — A head(d) = fst(®(d))
tail: D — D tail(d) = snd(®(d))

Nu kan vi arbejde med veerdier i domaenet uden at teenke pa deres struktur.
Det ligner et eksempel pa dataabstraktion og modulser programmering. Nar
man skal bruge domaenet er man sa nok mest interesseret i at visse regler
geelder, som for eksempel head(cons(x, y)) = x og tail(cons(x, y)) = y.
Bemaerk at disse regler vil geelde uanset hvilken lgsning vi havde valgt til
domeeneligningen.

6.3 Approximationer

Det er selvfglgelig meget godt at vi i sddanne tilfzelde kan finde en Igsning,
men er det altid muligt? Svaret er et tgvende ja. Det er faktisk muligt
salzenge vi holder os til de domeeneudtryk vi har brugt indtil nu, altsa funk-
tioner, produkter, sum og lgftet domaene.

Indlejring. Vi vil nu lade os inspirere af metoden til at finde fixpunkter
for funktioner. Der startede vi med bundelementet og dannede en voksende
fglge af funktionsveerdier, hvor vi kaldte funktionen med det forrige element
i fglgen som argument. Hvis vi skulle ggre det samme her skulle vi starte
med et mindste domane og danne domaenet F(D) med det mindste domaene
i stedet for D.

Det der bedst svarer til en ordning blandt domeener er begrebet indle-
jring. Det udggr ikke nogen partiel ordning idet det ikke opfylder kravet om
antisymmetri. Det betyder at hvis D; og D9 kan indlejres i hinanden bety-
der det ikke at de er identiske, men kun at de er isomorfe. Det er naturligvis
ogsa isomorfe maengder vi er interesseret i her, sa derfor er begrebet nyttigt
til denne konstruktion.

Lad os lige minde om definitionen af indlejring. Hvis vi har to domsner
D og D5 sa kan Dy indlejres i Do hvis der findes to kontinuerte funktioner
¢:D; — Dy og ¢ : Dy — Dj som opfylder
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6.3 Approximationer

Vx € Dy. ¢(p(x)) = x
¥y € Dy 6(u(y) C y

Billedlig talt betyder det at domaenet Do skal have domaenet D; som en
delstruktur. For indlejringer bruger vi notationen

P
Dl/?)Dg

til at vise at D1 kan indlejres i Do med funktionerne ¢ og 1. Vi sa desuden
i sidste kapitel at indlejringer kan lgftes til sammensatte domaener.

“Mindste” domaene. Ifglge modellen fra fixpunktssetningen skal vi starte
fra et “mindste” domaene. Med indlejring som en slags ordning kan ethvert
etpunktsdomsaene indlejres i alle domaener. For eksempel kan domaenet

U={Ll}

indlejres i ethvert domeene idet vi for et domaene D kan bruge funktionerne
$:U—~D  ¢(Ll)=1p
Y:D—-U P(x)=1, xeD

Nu findes der mange forskellige etpunktsdomaene, hvor mindsteelementet
hedder noget forskelligt, men de er oplagt isomorfe. For den videre kon-
struktion er det ikke afggrende hvilken vi vaelger. Vi skal alligevel kun finde
lgsninger op til isomorfi.

Approximationer. I fixpunktssetningen dannede vi en kaede af veerdier
1L Cf(L) Cf?(L). For en domaeneligning

D ~ F(D)
kan vi lave noget lignende idet vi kan konstruere domaenerne

D; = F{(U)

Vi har allerede set at domenet U kan indlejres i F(U) og ved induktion
fglger det at Fi(U) kan indlejres i Fi*1(U) for alle i. Vi har altsa konstrueret

en fplge af approximationer Do, Dy, ... hvor Dj kan indlejres i Dj;1 med
funktioner ¢; og ;.
Yo L 2 V3
D[) J— D1 D2 D3 /——> D4 e
b0 ®1 b2 b4
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6.4 Graensevaerdi

Indlejringerne er defineret induktivt med

¢o(L) = Lp,
IJZJ()(X) =1 ,xeD;
Yit1 i
=F(=)
bit1 Pit1

Eksempel. Lad os lige kikke pa eksemplet med ligningen for uendelige
lister.

D~N, xD

Vi kan ganske let konstruere folgen af approximationer for denne ligning.

Dy=0
DlzNLXU

D =N, x (N} xU)
Ds=...

Domenet Dy, er sa domaenet af lister af leengde n og det skulle vaere klart
at det kan indlejres i domaenet Dy ved at bruge en liste af leengde n + 1,
hvor sidste elementet er mindsteelementet. Mere praecist har vi indlejringer

po(L) = (Ln, L)
¢1(<d17 J—>) - <d17 <J-N7 J—>>
¢2((di, (d2, 1))) = (d1, (d2, (LN, L)))

Sol(ds, 1)) = L
Y1((dy, (d2, 1))) = (dy1, L)

6.4 Graensevaerdi

Vi har vist hvordan man kan konstruere en fglge af domaener Dy, D, ...
Vi kalder disse domeener for approximationerne til lgsningen og det kunne
nu godt se ud som om vi bare skulle tage graenseveerdien af denne folge.
Den gar imidlertid ikke for nu holder parallellen til fixpunktsatningen ikke
leengere. Vi har ikke vist at klassen af domaener har graenseveaerdiegenskaben
for domaener og det er derfor ikke sikkert at der faktisk findes sddanne
graenseveerdier.
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6.4 Graensevaerdi

Lister. Vi er nu klar til det centrale trick i konstruktionen. Nar vi ikke
umiddelbart kan finde en graenseveerdi kan vi i stedet kikke pa fglger af
approximationer

DoXD1XD2X~~'

Elementer i denne mengde skriver vi som lister: [do, d1, dg, ...] hvor d; €
D;. I denne konstruktion skal man nok lige bemaerke at der ikke er nogen
problemer med maengdeleeren i at definere en meengde af uendelige lister. Er
man i tvivl kan det hurtigt ses at listerne kan opfattes som funktioner fra
naturlige tal til foreningsmaengden af approximationer.

Graensevaerdi. Vi kan godt konstruere lister af approximationer, men
blandt dem vil vi kun betragte lister, hvor alle elementer approximerer
samme senere elementer i listen.

Dy = {[do, d;, do, .. ] EDygxDy xDgx--- ’ Vi. d; = wi(di—&-l)}

Her er ¢; funktionen der bruges i indlejringen af Dj i Djyi. Bemaerk at et
element d; i en sadan liste entydigt bestemmer alle de tidligere (til venstre)
elementer i listen. Man kan ogsa opfatte elementerne i en liste som vaerende
entydigt bestemt af en teenkt uendelig ngjagtig approximation. Det er det,
der er det smarte ved konstruktionen. Problemet er nu at vise at man derved
far defineret et domeene Do, der kan indlejres i F(Dy).

Parallellen fra fixpunktseetningen er at vi nu har postuleret et fixpunkt
og vi vil sa gerne overbevise os om at det er en overgraense for approxima-
tionerne og at vi far en lgsning til ligningen.

Et domane. Det forste punkt er at overbevise os om at vi rent faktisk
har faet defineret et domaene med D,,. De fleste egenskaber bevares fra
deldoméaenerne. Ordningen er elementvis sa

[do, dq, ] C [eo, eq, ] < Vi. d; C e

Mindsteelementet 1 D, er listen af mindsteelementer fra domeenerne idet
det oplagt opfylder d; = 9;(djy1). Greenseveerdien af en kaede er defineret
elementvis og tilbage er blot at vise at denne veerdi opfylder betingelsen.
Dette er overladt som en gvelse til laeseren.
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6.4 Graensevaerdi

En “overgraense”. Det andet punkt er at overbevise os om at domaenet
D, kan opfattes som en overgraense til keeden af approximationer Do, D1,
... Med andre ord skal vi vise at disse domaener kan indlejres i Dy,. Dette
kan vi ggre med funktionerne

‘9000(d) = [d’ ¢0(d)7 ¢1(¢0(d))’ .- ]
eloo(d) = [¢0(d)’ d, ¢1 (d)v ¢2(¢1 (d))’ . ]

bico(d) = [Yo(- - - ¥i-1(d) ), - ¥ia(d), d, ¢i(d), diga(ei(d)), -]

og

Pastanden er at vi herved har en indlejring af D; i Dy
aooi
Di — Doo
Ved udregning finder vi
Oooi(ico (d)) = Ooci([- - -5 Yi-1(d), d, ¢5(d), ...]) =d
Oioo (Ooi([do, d1, --.])) = [, ¥i-1(di), di, ¢i(ds), ... JE ..., diz1, di, diy1, -]
idet vi fra dj = v;(diy1) slutter at ¢;(d;) = éi(¢i(dit1)) E dig1-

Indlejringerne illustreres ofte med en tegning:

Dy ¢0~D1~ ¢1~D2~ s D; Dy

Ved udregning far vi desuden fglgende lighed

Ooi i Oooit1
= O

Oico ®i Oit100
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6.4 Graensevaerdi

hvilket betyder at

vdi € Di' eioo(dl) = 91+1<>o(¢1(d1))
Vd € Do aci(d) = ¥5(0isr (d))

Indlejringer. Det naste punkt er at vise at domaenerne Dj; kan indlejres
i domaenet F(Dy).

Vi sa at domeenet Dj; kan indlejres Do, og vi har set at hvis E; kan
indlejres i E5 sa kan F(E;) indlejres i F(Eg). Det betyder at vi kan definere
funktioner

i+100 - F(Di) — F(Do)
</>oi+1 : F(Dw) — F(D;)

som etablerer en indlejring af F(D;) i F(Ds ). Ved at bruge notationen fra
sidste kapitel har vi at

0 .
D; == F(Dx)

0’ .
ocoi+1 :F( 9001 )

it1loo Bico

0]

Ved at bruge satningen om sammensaetning af indlejringer far vi fglgende
ligheder

elooi 9ooi—1 7111 9001 7#1 'l,Z)i 9/001+1
=F =F s ) =F s)oF =
0] o (eifloo) (5= i1 ° Oico o) ~Fe= di—1 o ( 9ioo ) b 0100

Isomorfi. Vi er nu parate til hovedresultatet - nemlig at D, kan indlejres i
F(Do) og omvendt. Vi vil gerne konstruere isomorfierne ¢ : Do, — F(Dy)
og ¥ : F(Dy) — Dy . Til inspiration kan vi lave et lille diagram (dog ikke
kommuterende) af disse funktioner sammen med ® og V.

eioo
D; Dy
eooi
bi | | i o||T
9!
i+1loco
Di+1 (Doo)
ooi+1

o7



6.4 Graensevaerdi

Det ville vaere fristende som kandidat til ® at kikke pa
Ad. 04100 (61(0cci(d)))

eller blot 0], o 0 og
Ad. Oioo (Y1 (0cig1(d)))

eller ;o 0 0/_; som kandidat til U. De lever desveerre ikke helt op til kravet
— for ethvert i vil vi med disse funktioner kun have en Galois forbindelse,
men altsa ikke en indlejring. I stedet kan vi udnytte at funktionerne, set
som fplge i i danner en voksende kaede i domenerne Dy, — F(Dy) og
F(Dy) — Do Det betyder at vi kan definere fglgende funktioner:

© = 2. | [0 (foci(x))
U = \x. Ueioo(eéoi(x))

Pastanden er at disse funktioner etablerer en isomorfi.

Bevis. Viskal forst vise at funktionerne er veldefinerede; altsa at 6;__(6ooi(d))
for fast d er en kaede i Do. Til det benytter vi at

$i(0i(d)) E Oocita(d)
Oioo (¥3(d)) C 61 100(d)

idet vi da har at
Do (Vi(1(0cci(d)))) T iy 100 (i1 (d))
Vi skal derefter vise at ® o W = W o & = id. Der er fire uligheder at vise:
1. Vd € Dy. ¥(®(d)) C d. For et givet d far vi
U (®(d)) = ITI9ioo(9éoi(9§oo(9ooi(d))))
= | [bico (Ooci(d))
cd
da Vi. ioe (fsei(d)) E d.
2. Vd € Dy. ¥(®(d)) 3 d. Givet et d = [do, di, ...] € Do For ethvert i

har vi

Oooi (W (@([do, d1, - ]))) = [|0ci(Fjoc (foc;(d)))



6.5 Semantik for hgjere ordens funktioner

3 og 4. De to andre uligheder, der skal vises er Vd € F(D,). ®(¥(d)) O3 d
og Vd € F(Dy). (¥(d)) C d. Beviset folger her et tilsvarende mgnster.
Bevis slut.

Terminologi. Ja det var en ordentlig omgang. Vi har altsa fundet en
lgsning til en rekursiv domeneligning ved at konstruere produktet af en
sekvens af approximationer. Pa engelsk kaldes hele denne konstruktion ofte
for the inverse limit construction.

Ekstra saetning. Hvis vi skulle afslutte parallellen fra fixpunktssetningen
skal vi ikke alene vise at vi har fundet et fixpunkt (op til isomorfi) for
domeneligningen, men ogsa vise at det er den mindste. Vi skal altsa vise
at hvis vi har en lgsning sd kan D, indlejres i denne lgsning. Et bevis for
dette overlades som en gvelse til laeseren!

Resume. Det vasentligste i denne tekst skulle gerne veere at give et in-
dtryk af hvordan man konstruerer lgsninger til rekursive domeeneligninger.
Der er masser af sma detaljer i beviset for korrektheden af lgsningen, men
selve konstruktionen burde veere lettere at overskue.

Vi starter med en domeneligning D ~ F(D) og konstruerer approxima-
tionerne Dy = Fi(U). Vi bemzerker at Dj kan indlejres i Dy 1, altsa at Dj
kan opfattes som en delstruktur af Djy1. Vi konstruerer herefter et domaene
D, af bestemte folger af elementer fra disse approximationer og viser at
dette domaene opfylder domzeneligningen.

Néar vi benytter domaener defineret ved rekursive domseneligninger er vi
ofte kun interesseret i de elementer der svarer til en endelig udfoldning af
domeeneligningen. I lambdakalkulen er det saledes normalt kun lambdater-
mer af endelig funktionalitet vi er interesseret i. Lgsningen indeholder alle
disse idet approximationerne kan indlejres i lgsningen, men derudover far vi
altsa ogsa elementer svarende til en uendelige udfoldning af domeenelignin-
gen.

6.5 Semantik for hgjere ordens funktioner

Lad os straks se en anvendelse af dette idet vi vil konstruere en semantik for
et lille hgjere ordens sprog. Pointen er her at vi i denne semantik vil have
et underliggende domaene, hvor veerdier enten kan vaere basisveerdier (tal,
boolske udtryk el.lign.) eller funktioner mellem veaerdier.
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6.5 Semantik for hgjere ordens funktioner

Som basisveerdier veelger vi her de naturlige tal. Domeaneligningen kan
sa udtrykkes som

Sproget vil veaere en form for A-kalkule med konstanter

e =X variabler
| Axj.e funktioner
| ei(e2) funktionskald

Semantikken defineres som en semantisk funktion

Efe] : (Var - D) — D

E[xi]p = p(xi)

E[Ax;. e]p = ¥(inr(Ay. E[e]p[x; — ¥]))

Elei(e2)]p = outr(®(E[e1]p))(E[ez]p)
Konstanter kan defineres i et initielt st omgivelser. Vi kan for eksempel
teenke os add og fix:

add = ¥(inr(Ax. U(inr(Ay. ¥(inl(outl(®(x)) +, outl(®(y)))))))

fix = U(inr(Af. fix(outr(®(f)))))

Alternativer. Vi har her defineret én semantik for sproget. Ved at sendre
pa domeneligningen kan man for eksempel introducere en speciel veerdi til
typefejl saledes at brug af funktioner som tal og omvendt repraesenteres som
denne veerdi. Semantikken her er desuden doven, sa argumenter udregnes ved
brug og ikke ved kald. Her kan man teenke sig en semantik, hvor argumenter
ved kald udregnes til man ved om de er tal eller funktioner.

Nemme lgsninger. I praksis vil man normalt stiltiende glemme isomor-
fier og funktionerne pa sumdomsenet. Ggr vi det bliver den semantiske funk-
tion til

E[xi]p = p(xi)

E[\x;. el = Ay Ee]plx; — y]

Efe1(e2)]p = E[e1]p(E[e2]p)
og konstanterne til

add = )Xx. A\y.x+,y
fix = Mf. fix(f)
Det er selviglgelig ikke helt korrekt. Den forkerte made er lige godt noget

nemmere at laese sa nar vi nu ved hvad vi ggr er der vel ingen grund til at
ga og prale med at vi ved hvordan det ggres korrekt.
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6.6 Opgaver

6.6 Opgaver

Opgave 6.1. Hvilke af disse ligninger har etpunktsdomaenet som lgsning?

D~D—D D~DxD D~D+D D~ {1} + (D — D)
D~D — (D)) D~D, xD D~D&D D~ {l}& (D — D)
DZ(D—)D)L D~D, xD, D~D, D, DZ{I}—}—(DXD)
D~D, - D DZ(DXD)L D~D, ®D, DE{I}J_EB(DXD)

Opgave 6.2. Angiv de 3 fgrste approximationer for 3 af de ligninger oven-
for som ikke har etpunktsdomaenet som lgsning. Hvormange elementer in-
deholder hver af disse approximationer?

Opgave 6.3. Afslut beviset for at D faktisk er et domeene. Det vil sige
at man skal bevise at D, har graeenseveerdier af keeder.

Opgave 6.4. Find en del af konstruktionen af Do, som ikke var bevist
formelt i disse noter og gennemfgr et bevis for det.

Opgave 6.5. Lad D’ vare en lgsning op til isomorfi for ligningen D ~
F(D). Vis at lgsningen Do, kan indlejres i D’.

Opgave 6.6. Angiv en lgsning op til isomorfi for ligningen

DE(DXD)L

6.7 Afsluttende bemeaerkning

Tak for kommentarer og rettelser fra Nils Andersen, Peter Holst Andersen,
Arne Glenstrup, Dimitri Graedel, Jens Kruse, Kristian Nielsen, Henning
Niss, Peter Skadhauge.

Yderligere rettelser og forslag til forbedringer af disse noter modtages
med glaede.

61



