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Mod slutningen af 1880erne beviste David Hilbert det for tiden vigtigste ulgste
problem inden for invariantteori. Hilberts resultat er siden blevet kendt under
Hilberts Basis Setning: Hvis k er et legeme, sa er ethvert ideal i polynomium-
sringen k[X1,...,X,] endeligt frembragt. Problemet havde veeret abent i leen-
gere tid, men Paul Gordan — den pa det tidspunkt fgrende inden for omradet
— havde lgst problemet for et specialtilfzelde og havde formodet det korrekt i
det generelle. Gordans bevis for specialtilfaeldet var algebraisk og kompliceret,
men konstruktivt. Hilberts bevis for det generelle var kort og elegant, men
ikke-konstruktivt og repraesenterede dermed en ny made at gribe problemerne
an inden for omradet. Det er velkendt, at Gordan var mere end kritisk overfor
Hilberts bevis og udtalte, at det var teologi snarere end matematik. Sandt er det
ogsa, at Hilbert beviste, at givet et ideal er det ikke muligt, at en endelig basis
tkke eksisterer, men udfra beviset kunne ikke engang en gvre graense for antallet
af basiselementer angives. Hilbert stillede sig til en vis grad forstaende overfor
kritikken af det ikke-konstruktive eksistensbevis og arbejdede intenst de naeste
ar med invariantteori, hvorved et mere generelt og abstrakt syn pa problemerne
kom for dagen. Senere forlod Hilbert invariantteorien til fordel for teorien om
algebraiske tallegemer, hvor han ogsa flittigt brugte den moderne matematiks
generelle metoder og abstrakte definitioner.

Saledes var Hilbert allerede i begyndelsen af sin karriere en moderne og
progressiv matematikker, som ikke veg tilbage for ikke-konstruktive eksistens-
beviser. Gennem ham blev tidligere distinkte discipliner ksedet sammen, og
moderne matematik er ulgseligt forbundet med hans navn. Megen af hans suc-
ces var baseret pa abstrakte definitioner og ikke-konstruktive metoder.

Sa da den nye matematiks metoder blev kritiseret af eksempelvis Gordan og
senere af matematikere som L.E.J. Brouwer, E. Borel, H. Weyl, H. Lebesgue,
var det ikke andet end naturligt, at det var Hilbert, som tog kritikken alvorligt
og forsggte at give et forsvar for den nye matematik. Dertil udviklede han og
hans medarbejdere i Gottingen det bevisteoretiske program.

Hilberts tanke med programmet var én gang for alle at fordrive de kritiske
rgster, der stillede sig tvivlende over for gyldigheden af den abstrakte matem-
atik. Nar det var gjort, kunne matematikkerne stoppe med at bekymre sig
om spgrgsmal vedrgrende matematikkens grundlag og fortseette med at udvikle



den nye matematik. Det centrale i Hilberts program var at give et finitistisk
(dvs. strengt konstruktivt) bevis for, at de abstrakte, ideale elementer i matem-
atikken ikke kan bevise saetninger af denne strenge konstruktivistiske karakter,
som ikke i forvejen principielt kan bevises uden brug af ideale elementer. Teknisk
set kunne et sddant bevis gives ved at give et finitistisk bevis for konsistensen
af matematikken, hvorfor Hilbert koncentrerede sig om dette konsistensbevis.

Det er velkendt, at Hilberts program hverken kunne eller kan gennemfgres.
Den vigtigste grund hertil er nok Kurt Gdédels to ufuldstaendighedssaetninger
fra 1931, som hver isser rammer programmet. FEn af konklusionerne ovenpa
Godels resultat er, at det som Hilbert udpegede som en konstruktiv kerne af
matematikken ikke er meget bevendt med hensyn til konsistensbeviset. Et par
ar senere, i 1933, viste Godel derimod, at konsistens af Brouwers intuitionistiske
aritmetik implicerer konsistens af klassisk aritmetik, og det blev derved klart,
at Hilberts forstaelse konstruktivisme var langt mere begraenset end den intu-
itionistiske: Hilbert kunne som naevnt ikke bevise sadanne konsistensspgrgsmal
finitistisk. Det folger heraf — hvilket Godel [2] ogsa senere papegede — at der
findes flere forskellige lag og forstaelser af konstruktivisme. Et mal med denne
lille tekst er anskueligggre og eksemplificere dette problem.

Det paradoksale ved Hilberts bevisteori er, at den netop blev udviklet til at
eliminere sadanne spgrgsmal vedrgrende matematikkens grundlag, men at den
i dag kan bruges preecis til at undersgge og pavise kompleksiteten og dybden i
en forstaelse af, hvilke elementer af matematikken, der er konstruktive.

Intuitionistisk logik er et bud pa, hvad man kan forsta ved en konstruktiv
logik. Det er centralt for den intuitionistiske filosofi, at sandhed skal vare
noget, som er tilgengeligt for os som mennesker. Eksempelvis giver det ikke
intuitionistisk mening at heaevde, at lighed som en total funktion f : R? — {S, F}
er konstruktiv. Lad 0 som et endeligt tal og 0.0000... som et uafsluttet endnu
ikke bestemt tal veere givet. Da f er konstruktiv, skal den i endelig tid beslutte
sig for, om de to tal er lige. Hvis f siger, at de er lige, dvs. f(0, 0.00...) = S, sa
kunne det jo veere, at det naeste tal i folgen var 1 og omvendt, hvis f(0, 0.00...)
= F, sa kunne det jo veere, at resten af folgen rent faktisk var nuller. Saledes
er det sveert at acceptere lighed pa de reelle tal som konstruktiv. Bemeerk, at
eksemplet egentlig eksemplificerer det generelle problem/faktum, at en funktion
fra et sammenhaengende rum til et diskret ikke kan veere kontinuert uden at
veere konstant, og at dette satter fingeren pa et vigtigt element vedrgrende
konstruktive funktioner: Hvis en funktion er beregnbar, sa er den kontinuert.

Begrebet om sandhed redefineres derfor i intuitionismen, saledes at et matem-
atisk udsagn er sandt, hviss det kan bevises (for eller senere). Dette giver an-
ledning til en ny forstaelse af de logiske symboler. Saledes er sandhedsvaerdien
dvs. forstaelsen af A = B ikke givet udfra den klassiske sandhedstabel for =
samt sandhedsvaerdierne for A og B. Snarere kan vi heevde A = B, hvis vi
for ethvert bevis af A kan producere et bevis af B. Ligeledes kan vi heevde
A& B, netop hvis har et bevis af A og et bevis af B. Med denne fortolkn-
ing af de logiske symboler kan vi ga den klassiske praedikatslogik igennem og
se hvilke aksiomer, vi mener altid at kunne haevde. Eksempelvis er bevisfor-
tolkningen af A = (B = A) selvindlysende nemlig: Givet et bevis af A og et



bevis af B skal vi kunne producere et bevis af A. Preecis et aksiom falder dog
ud: AV —A. Det er ingenlunde klart, at givet et hvilket som helst udsagn, sa
kan vi bevise eller modbevise det; tag eksempelvis A som ”der findes uendeligt
mange tvillingeprimtal”. Men for de andre aksiomer er bevisfortolkningen sund.
Saledes er intuitionistisk logik som klassisk logik blot uden A vV —A. Nu er det
ikke selvindlysende udfra ovenstaende uformelle overvejelser omkring meningen
af de logiske symboler, at matematiske teorier baseret pa intuitionistisk logik er
konstruktive. Men bevisteoretiske undersggelser baseret pa eksempelvis Kleenes
realiserbarheds-fortolkning [5] har i anden halvdel af sidste arhundrede vist, at
dette er tilfzeldet for mange af de mere simple teorier baseret pa intuitionistisk
logik. I hvert fald i den forstand at de besidder eksistensegenskaben (til ethvert
bevist eksistensudsagn findes der et objekt i teorien, som vidner udsagnet) og
disjunktionsegenskaben (enhver bevist disjunktion kan afggres).

Men der er flere problemer ved at forsta intuitionistisk logik som en global
karakterisering af konstruktiv logik. Lad os betegne Zermelo-Fraenkels maengdelzere
baseret pa intuitionistisk logik ved IZF. Det kan vises [1], at IZF har eksis-
tensegenskaben for tal og disjunktionsegenskaben generelt. Tkke desto mindre
er IZF naeppe en konstruktiv teori, da eksempelvis potensmaengdeaksiomet kan
benyttes ubegraenset. Dette viser, at blot fordi man benytter intuitionistisk
logik, er man ikke garanteret en konstruktiv teori. S& pa et overordnet plan er
problemet, at intuitionistisk logik lover for meget. Pa et mere lokalt plan er
problemet, at principper som generelt er ikke-konstruktive, men som lokalt set
kan veere fuldt konstruktive, ikke accepteres af intuitionismen. Et par eksempler
vil illustrere dette.

Antag, at Ap(x) er afggrbar for alle z. Givet et sadant Ay siger Markovs
princip, at hvis det umuligt kan veere tilfeeldet, at for alle x gaelder Ag(x) ikke,
sa eksisterer der et x, sadan at Ag(x); dvs.

——dxAg (33) = dz Ao (l’)

Princippet er ikke intuitionistisk gyldigt, da det ikke er abenlyst, hvordan vi
fra et bevis af preemissen finder et konkret objekt, som vidner konklusionen.
I tilfzeldet med de naturlige tal er det dog klart: Vi prgver simpelthen tal-
lene af et efter et — preemissen sikrer, at vi fgr eller siden finder et m sadan
at A(m). Men hvis kvantoren ikke lgber over N men over et domene f.eks.
R, hvor ordningen ikke er konstruktiv, sa er det ikke abenlyst, hvordan vi skal
tilfredsstille konklusionen givet preemissen. Derfor er det ogsa problematisk at
antage Markovs princip som et globalt konstruktivt princip. Ikke desto mindre
findes der mere lokale sammenheaenge, hvor det konstruktivt giver god mening
at acceptere Markovs princip, da det i denne konkrete sammenhseng har en
konstruktiv fortolkning [3]. Séaledes kan Markovs princip betragtes som fuldt
konstruktivt over intuitionistisk aritmetik generaliseret til alle endelige typer.
Dette er matematisk en interessant teori, da den sammen med Koénigs Lemma
er kraftig nok til at formalisere vigtige dele af analysen [6], hvorved nye matem-
atiske resultater kan bevises inden for eksempelvis approksimationsteori og fik-
spunktsteori sasom dem, Ulrich Kohlenbach har opnaet og omtalt andetsteds i



dette nummer af Matilde.

Ekstensionalitet er et andet element af matematikken, som ikke umiddelbart
er konstruktivt. Har vi reelle tal givet som Cauchyfslger af rationelle tal, kan vi
ekstensionelt reducere lighed pa R til lighed pa Q. Saledes defineres ekstensionel
lighed nedefra og op, hvilket kan lgftes til reelle funktioner, til operationer pa
reelle funktioner osv. Dette fortsaettes op i hgjere og hgjere typer. Igen er
det generelt ikke tilfzeldet, at funktioner og operationer er konstruktive, hvis
vi forlanger, at de skal respektere dette definerede begreb om lighed. Ikke
desto mindre kan man lokalt set inden for endelig typeteori give en konstruktiv
fortolkning af fuld ekstensionalitet op igennem hele hierarkiet. Dette ggres igen
ved en version af Kleenes begreb om realiserbarhed.

Omvendt kan man vise, at netop Markovs princip sammen med fuld eksten-
sionalitet ikke kan betragtes som konstruktivt. Dette kan vises ved at sam-
menkaede forskellige bevisteoretiske metoder, se [4]. Det filosofisk interessante
er, at forskellige principper — som generelt set er ikke-konstruktive og ikke-
intuitionistiske — lokalt set og hver for sig kan gives konstruktive fortolkninger,
men at sammenkadningen af dem er en yderst vanskelig og fglsom ting.

Ovenstaende skulle gerne have antydet, at konstruktivisme, og hvad en kon-
struktiv logik er, endnu ikke er fuldt ud forstaet. Der findes, som Godel papegede
det, mange forskellige lag og udgaver af konstruktivisme, og forholdet mellem
dem er ikke abenlyst.
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