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Abstract

Gérdenfors-metodologien undersgges i denne tekst med hensyn til beregnbarhed og
palidelighed. Der angives rekursivt en beregnbar Gardenfors-opdatering, og det vises, at den
netop kan identificere abne maengder i Borel-hierarkiet. Dernaest vises det, at metodologien
ikke er en fuldsteendig arkitektur, da kravet om data retention til metoden giver anledning
til restriktivitet.



En stor tak til mine eksterne vejledere
Vincent R. Hendricks og Stig Andur Pedersen.
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Indledning

Den matematiske metode beerer praecise resultater med sig, hvilket man med stor succes ggr
brug af i videnskaberne—iszer de natur- og samfundsvidenskabelige. Disse resultater opnaet
ved hjeelp af matematiske modeller skal selviglgelig altid ses i lyset af de preemisser, mod-
ellerne bygger pa. Men accepteres praemisserne, folger resultaterne med sikkerhed—givet at
kun gyldige slutningsregler er blevet anvendt. Inden for erkendelsesteorien og videnskabs-
filosofien derimod er det ikke de definitive og praecise resultater, der hersker. Det kan maske
heller ikke veere radikalt anderledes, da disse videnskaber nok i deres natur er mindre abso-
lutte end eksempelvis fysikken. Det er dog min hypotese, at der inden for erkendelsesteorien
og videnskabsfilosofien kan opnas mange nye og interessante resultater gennem en kritisk
brug af matematik. Denne tekst, som giver en matematisk analyse af et sset metodologiske
forskrifter, skulle gerne ses som et eksempel pa dette.! En af pointerne er, at det er muligt,
at valget af metode er atheengigt af en individuel balance mellem eksempelvis palideligheds-
kohaerens- og konservativitets-overvejelser, og at valget derfor til en vis grad er subjek-
tivt. Derimod er strukturelle uoverensstemmelser mellem intuitivt rationelle principper og
overvejelser med hensyn til logisk palidelighed genstand for en objektiv erkendelsesteoretisk
analyse. Ikke at palidelighed altid skal have det sidste ord, men der er strukturelle egensk-
aber, som kendetegner den enkelte metode, der ikke er subjektive.

De metodologiske forskrifter, jeg tager udgangspunkt i, er konkret fremsat af Peter
Gérdenfors i [Gae88|. Her bygger Gardenfors videre dels pa eget arbejde, dels pa arbejder
af Carlos Alchourrén og David Makinson. Forskrifterne, som Géardenfors nar frem til, kaldes
i litteraturen ofte for AGM-aksiomerne, med reference til de tre videnskabsfilosoffer. Disse
aksiomer kan betragtes som rationelle induktive principper for videnstilegnelse og er primaert
motiveret af konservativitets-overvejelser. Nar en konservativ metodologi skal revidere en
teori i lyset af ny data, sgger den at bibeholde sa meget af den gamle teori som overhovedet
muligt. Om aksiomerne er palidelige, det vil sige, om de med logisk garanti fer eller siden vil
lede til sandheden, er et mere sekundaert emne for Gardenfors. Palidelighed er til gengeeld
helt centralt inden for formal learning theory (FLT), der primeert kan ses som studiet af
induktive metoders evne til at fremsaette sande teorier givet en baggrundsviden. Jeg vil i
denne tekst vurdere AGM-aksiomernes palidelighed ved hjalp af begreber og (meta)metoder
fra FLT.

1. Formal learning theory

E. Mark Gold og Hilary Putnam udviklede i 1960erne uafheengigt af hinanden grund-
stenene til FLT [Go67], [Pu63]. Gold brugte FLT til at studere bgrns sprogindleering,
hvorimod Putnam benyttede FLT til at kritisere Carnaps bekreeftelsesteori (confirmation
theory). Siden har man generaliseret begreberne og metoderne, og FLT er i dag generelt
studier af induktive problemers lgsbarhed.

Ved et induktivt problem forstas der folgende. En metode studeres, og der angives en
meengde af mulige verdner, over hvilke metoden kraeves at fremsaette korrekte outputs. Hvad
der er et korrekt output for metoden, skal ogsa specificeres. Er man en realistisk orienteret
videnskabsteoretiker, vil dette typisk veere sandhed, hvorimod en antirealistisk orienteret

1Som et andet eksempel, se Hendricks’ erkendelsesteoretiske undersggelse af viden som konvergens.
[He99].
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nok vil holde sig til empirisk adsckvathed. Pointen med FLT er, at der kan undersgges for
alle former for korrekthed. Enhver af de mulige verdner producerer nu en datastrgm, som
metoden laeser, alt imens den giver et output, der kan variere, mens der laeses. Ydermere
skal der gives et konvergenskriterie for metoden. Dermed angives det, hvad det vil sige,
at metoden stabiliserer til et svar. Dette kan vaere inden for et endeligt stykke tid, men
kan ogsa veere i graensen. En metode lgser nu det induktive problem, man har specificeret,
netop nar den stabiliserer til et korrekt svar over alle de mulige verdner, man lagde ud
med at kreeve succes over. Pa denne made har man givet en preecis definition af begrebet
palidelighed: Metoden er palidelig, hvis og kun hvis den lgser det specificerede induktive
problem. En metode kan nu pa to mader veere ‘mere’ palidelig end en anden: Enten lgser
den flere induktive problemer, eller ogsa lgser den det samme problem blot over flere mulige
verdner.?

Definér nu mengden af opdagelsesmetoder til at veere den mindste meengde indehold-
ende de metoder, der pa grundlag af et endeligt initialsegment af en datastrgm (det vil sige,
de har set verden fra et tidspunkt til et andet) fremseetter teorier om verden. Metoden (kan)
antages at have en baggrundsviden, hvilket svarer til ovennaevnte afgreensning af mulige verd-
ner, der kraeves succes i. Pa denne led er det nu muligt at undersgge ‘opdagelsernes logik’
(logic of discovery), nemlig hvorvidt en opdagelsesmetode — eller et saet af principper for
videnstilegnelse — altid vil fremsaette korrekte teorier direkte fra data og baggrundsviden.
Forskellige metoder kan undersgges for palidelighed og szettes overfor hinanden.?

Det interessante er nu en strukturel lighed mellem rekursionsteori og FLT, da man inden
for FLT anskuer lgsningen af et induktivt problem pa ngjagtig samme made, som man in-
den for datalogien anskuer den situation, at et computerprogram mgder sine specifikationer.
Givet et input z fra en given meengde af tilladte inputs producerer programmet altid et kor-
rekt output y. Ligheden kan anskueligggres pa en lidt anden made: Et problem er rekursivt
lgsbart, hvis en Turingmaskine for alle input terminerer med et output. Sikkerheden, for
at en lgsning til et beregnbarhedsproblem nu ogsa er en lgsning, er givet i problemets indre
matematiske struktur, og at kreeve palidelighed af en induktiv metode er ikke andet end,
hvad der inden for rekursionsteorien kreeves af en algoritme.

2. Belief revision

Det vigtige spgrgsmal inden for belief revision handler om, hvorledes man i lyset af ny
viden A opdaterer hele sin maengde af epistemiske overbevisninger (beliefs) K. Det centrale
begreb her er ikke palidelighed — som inden for FLT — men derimod minimal forandring
og konsistens. Som Gérdenfors skriver det pa side 16 i [Gae88]: “The central rationality
criterion on revisions is that the revision of K should be the minimal change of K that
is consistent and includes A”, og pa side 67 “when changing beliefs in response to new

2Dette er en stringent definition af palidelighed. En anden forstaelse af begrebet gar pa, at en metode er
mere palidelig end en anden, hvis den har succes for flere hypoteser i den aktuelle verden. Men her har man
ikke taget hgjde for hypotesernes kompleksitet; jeevnfer et universelt udsagn overfor 117 instantieringer af
dette. Et andet problem, der ofte optreeder sammen med kompleksitetsproblemet, er at forveksle palidelighed
med evidens herfor. Men inden for FLT handler det om at definere, hvad palidelighed er, ikke hvordan vi i
den aktuelle verden far indikationer pa, at en metode kan veere palidelig. Se ogsa [Ke96]:44.

3At der findes en ’opdagelsernes logik’ er pa ingen made noget, man entydigt har tilsluttet sig op
igennem dette arhundrede. Reichenbach afviste, at det gav mening at tale om noget sadant. Selvfglgelig
er det pa ingen made trivielt at ggre store opdagelser. Men en af pointerne med FLT er at fa afklaret og
nuanceret spgrgsmalet saledes, at vi ikke overlades til opfattelsen, at alt der kan siges om den sag er, at det
er overladt den store kreative intuition at ggre opdagelserne.
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evidence, you should continue to belive as many of the old beliefs as possible”. Som sadan
kan Gérdenfors’ metodologi forstas som principper for en rationel induktiv videnstilegnelse.

As I see it, inductive reasoning belongs to the process of adjusting a state of belief to
an equilibrium. The active “force” here is the desire to have a representation of the
current information that is as parsimonious as possible, and for this purpose induc-
tive generalizations may play an important role. However, the theme of induction
is not pursued here. [Gae88]:10.

Induktiv resoneren er derimod hjertet af de indlzeringsteoretiske undersggelser. Og belief
revision er en induktiv metode, der pa baggrund af endelig evidens fremszetter og reviderer
teorier om verden. Det er derfor oplagt at ggre det, som Gérdernfors ikke ggr: Undersgge
belief revision som en induktiv metode med hensyn til palidelighed.

3. Ideale og beregnbare metoder

Indtil nu har jeg ikke skelnet mellem ideale og beregnbare metoder.* En ideal metode
er en metode, der kan afggre en hvilken som helst matematisk relation (og derved beregne
alle funktioner). Dette gaelder dermed ogsa for alle ikke-konstruktive principper, eksempelvis
Skolemfunktioner introduceret ved brug af udvalgsaksiomet. En ideal metode bliver praesen-
teret for verden pa samme made som alle andre metoder men er ikke kognitivt heemmet. Det
er en beregnbar metode til gengaeld. Af matematiske relationer kan en (Turing-)beregnbar
metode ikke afggre mere end de rekursive. Hvad menneskers kognitive evner kan forstas
som (eksempelvis ideale overfor rekursive), er en diskussion, der primeert hgrer hjemme i
den kognitive psykologi. Men en diskussion af relevansen af metoders beregnbarhed er til
gengeeld relevant her. En metodes brugbarhed athesenger i hgj grad af, hvorvidt den giver
anledning til en algoritme, der kan fglges skridt for skridt for alle tilladte input. For en
metode, der gar i sta og kraever guddommelig indsigt, er ikke meget veerd.

En af de helt centrale pointer i Kellys bog [Ke96] og det vigtigste resultat i Schultes
Masters’ Thesis [Sc95] er, at principper, som er fornuftige set fra et idealt synspunkt, kan
veere katastrofale for beregnbare metoder. Jeg giver her to eksempler, der begge handler
om bekraftelsesmetoder (assessment methods). En bekraeftelsesmetode er en metode, der
— givet en hypotese og et endeligt initialsegment af en datastrom — vurderer korrektheden
af hypotesen. Sig, at en metode er restriktiv, hvis den ikke kan lgse et induktivt problem,
mens en anden kan.

Lad en ‘poppersk’ bekraftelsesmetode fungere pa den made, at den givet en hypotese
beregner hypotesens forudsigelser og tester dem imod dataen. Hvis der ikke er overensstem-
melse forkastes hypotesen, ellers bliver man ved med at samle data ind. Dette svarer godt
til, hvad Popper s& som den videnskabelige metode, hvorfor han kreevede, at de fremsatte
hypoteser var refutérbare [P0o63]. Som Kelly og Schulte har vist, er denne metode re-
striktiv for beregnbare metoder, da der findes en hypotese, hvis forudsigelser ikke er ar-
itmetisk definérbare. Derfor kan den beregnbare popper-metode ikke beregne hypotesens
forudsigelser og gar i sta i sin vurdering. Ikke desto mindre findes der en beregnbar metode,
der ikke opfylder Poppers metodologi, som kan refutere hypotesen inden for en endelig tid.
[Ke96]:181, [Sc95]:23.

4Jeg skelner generelt ikke mellem en metode og en videnskabsmand, der benytter metoden.
5T notationen, som senere vil blive introduceret, svarer dette til, at der eksisterer en hypotese h = {e},
for hvilken det geelder Vn(e ¢ $4), men {e} € II{\.
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Det andet eksempel viser, at konsistens er et metodologisk princip, der ogsa giver an-
ledning til restriktivitet af beregnbare metoder. Sig, at en bekraeftelsesmetode er konsistent
med data, hvis og kun hvis den forkaster en hypotese, sa snart hypotesen er inkonsistent
med data. Denne relation mellem hypotese og data er udelukkende formal og kan derfor
ikke veere restriktiv for ideale metoder. Men den kan veere ikke-rekursiv og derfor szette en
beregnbar metode i sta. Kelly viser, at noget staerkere gor sig gaeldende, nemlig at der findes
en hypotese, som kan refuteres beregnbart inden for en endelig tid, men ingen aritmetisk
definérbar konsistent metode kan refutere eller verificere hypotesen gradvist, hvilket er et
meget svagere stabiliseringskriterie. [Ke96]:185.

Moralen af disse to eksempler er klar. Drejer det sig om beregnbare metoder, skal
man vaere varsom med sine metodologiske anbefalinger. Popper-metodologien, som megen
videnskabsfilosofi har arbejdet med, viser sig at have nogle uheldige konsekvenser, man
ikke umiddelbart var opmaerksom pa. Og et (rationelt) princip sa intuitivt indlysende som
konsistens med data har konsekvenser, der ogsé kan forhindre metoden i at na sandheden.
I hvert fald nar det drejer sig om beregnbare metoder.

Nu er pointen ikke, at man kun skal undersgge beregnbare metoder, for “Ideal method-
ology is not bad in itself. What a demigod can’t do, a computer can’t do” [Ke96]:160. Men
i lyset af de to eksempler giver det mening, nar Kelly skriver:

Ideal results are fine so long as they are contrasted with and qualified by their com-
putational counterparts. I depart company, however, when ideal considerations are
portrayed as what is essential to methodology while computational considerations
are brushed aside as bothersome details of application. [Ke96]:160.

4. Problemformulering

Gérdenfors er ogsa interesseret i beregnbare aspekter vedrgrende de metodologiske prin-
cipper. Ikke s& meget pa grund af overvejelserne, som de er fremfeort i sidste afsnit, men
mere pa grund af en mulig computer-implementering i forbindelse med kunstig intelligens
(AI).

The epistemic states are modeled in a logically idealized way, which entails that

they are amenable to computer implementations. [Gae88]:2-3.

Det er klart, at Gardenfors mener, at metodologien muligggr en beregnbar implementer-
ing, men det undersgges ikke neermere i bogen. Den fgrste af denne teksts opgaver er
saledes, at finde ud af, hvorvidt dette er muligt. Den anden opgave gar ud pa at give en
palidelighedsvurdering af Gardenfors-metodologien. Min problemformulering er derfor:

(a): Giver Géardenforsmetodologien anledning til en beregnbar metode?
(b): Givet metoden er beregnbar er Gardenforsmetodologien da en restriktiv arkitek-
tur?

5. Litteratur

Tidligere er der skrevet om dette emne, palideligheden af Gérdenforsmetodologien, i
[He96] og [KSHI6]. Jeg vil undervejs referere til disse, nar det er relevant.

Jeg har forsggt at skrive teksten, sa kan laeses uden de store forudssetninger. Men da
det drejer som om en matematisk modellering af et videnskabsfilosofisk problem, er det nok
ngdvendigt, at leeseren med hensyn til filosofien har en vis viden inden for erkendelsesteori
og videnskabsfilosofi. P& den matematiske side kraeves forst og fremmest lidt elementaer
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logik og topologi. Men mest af alt forudseetter jeg et kendskab til rekursionsteori op til og
med det aritmetiske hierarki. Dette er indtroduceret af Schoenfield pa de ferste 60 sider i
[Sc93].
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Karakterisering af beregnbare metoder

Logikken og matematikken kan veere med til at skaerpe og preaecisere de begreber, der arbejdes
med. Brugt inden for videnskabsfilosofien kan der skabes nye resultater. De to eksempler fra
indledningen viser dette; principper, man i lang tid har betragtet som fornuftige (i ordets
kantianske forstand), har nogle overraskende og nok kontraintuitive konsekvenser, for hvorfor
skulle man ikke huske den data, man har set?

Selvfglgelig kan modellen, som resultaterne er skabt inden for, blive for simpel. Jeg vil
nu praesentere og diskutere praemisserne for den model, jeg benytter.

1. Generelle antagelser

Nervaerende tekst handler om videnkabelige undersggelser, hvorfor der ma ggres nogle
elementzere antagelser omkring de komponenter, der ingar deri. Videnskabelige undersggelser
handler frem for alt om verden, metoder, videnskabsmand og -kvinder, korrekthed og om,
hvorledes disse ingredienser interagerer med hinanden.

1.1. Superveniens. Det antages, at datastrgmmen, som metoden modtager super-
venerer asymmetrisk pa verden. Det vil sige, at to mulige verdner ikke kan producere to
forskellige datastrgmme, med mindre de to mulige verdner er forskellige. Pointen med denne
antagelser er kort og godt, at ggre observationer meningsfulde. Men med asymmetrisk su-
perveniens udelukkes det ikke, at to forskellige verdner kan producere samme datastrgm. For
at udelukke dette, har vi brug for antagelsen om, at der ikke findes global underbestemthed.

1.2. Global underbestemthed. Man har siden antikken vaeret opmaerksom pa, at
hvis sandhed ikke alene afhsenger af verdnen, som vi ser den, men mere af en underliggende
‘realitet’ er der mulighed for en form for underbestemthed af vore hypoteser om verden,
som er undergravende for erkendelsen. I dette tilfzelde kan to forskellige mulige verdner
tildele “falsk” henholdsvis “sand” til en given hypotese til trods for, at de to mulige verdner
producerer ngjagtig den samme data til al evig tid. Nar dette er tilfaeldet, siger vi, at
hypotesen er globalt underbestemt. Nar der argumenteres for global underbestemthed, er
det som regel i forbindelse med en diskussion af maden, hvorpa vi perciperer verden—for
hvad relationen mellem vore sanseorganer og verden an sich er, er sveert at svare pa. Ideen,
om at muligheden for global underbestemthed er eksisterende, har fort vidt omkring: Vi
er blevet praesenteret for alle mulige scenarier, lige fra Platons og Descartes’ illusions- og
drgmmeargumenter til science fiction setups i stil med hjerner i syrebade og film fra 1999 som
Matriz. Der kan ikke argumenteres deduktivt for, at der ikke findes global underbestemthed.
Men der er to gode mader at komme forbi det klassiske skeptiske problem.

For det forste: Rent pragmatisk giver det mening at antage, at der ikke findes global
underbestemthed, at erkendelse er mulig. For det opleves sadan, og der er evidens for denne
oplevelse: Verden fungerer nu engang, blandt andet fordi vi antager, at erkendelse om dette
og hint er mulig.

For det andet: En moderne made at undga problemet med global underbestemthed er
ved simpelt hen at antage, at der ikke kraeves succes over meengden af alle mulige mere eller
mindre maerkelige verdner men kun over en passende delmaengde. Eksempelvis kraever man

7
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kun palidelighed i verdner, som er tettest pa den aktuelle verden.! Under denne antagelse
undersgger man, hvor langt metoden kan na. Man kan antage baggrundsviden pa andre
mader, men essensen er, som Glymour skriver det pa side 249 i [G192], at det er et af de
mest alvorlige nutidige svar til sketicisten.

P& baggrund af disse to argumenter antager jeg, at ingen af de hypoteser, der i det
fglgende vil blive undersggt, er globalt underbestemte.

1.3. Verden givet diskret. Verden viser sig i kraft af en datastrgm. Denne strgm
er en reekke observationer givet diskret. Dette svarer maske ikke helt til vores umiddelbare
oplevelse af verden som givet ved et flydende kontinuum. Men for en metode er det en
rimelig simplificering, da metoden altid vil tage forskellige observationer til forskellige tider
i betragtning. Samtidig viser moderne psykologiske undersggelser, at vi ikke kan andet end
opfatte verden diskret. Nar virkeligheden er givet som et kontinuum, og vi kun har det
at henholde os til, kan vi ikke skelne enkelte haendelser fra hinanden. Samtidig ved vi, at
beskrivelser af verden altid bliver diskrete: Til tiden tg blev zy observeret, til tiden t; blev
x1 observeret og sa videre.

1.4. Passiv observans. Slutteligt antager jeg, at datastrgmmen pa ingen made afhsenger

af metodens opforsel, med andre ord afspejles videnskabsmandens handlinger ikke i datastrgmmen.
Dette er selvfplgelig en kraftig antagelse, der ikke passer helt med eksempelvis opdagelser
inden for kvantemekanikken. Her ved man, at hvorvidt et system grundleggende har (eller

ser ud for os til at have) en bglge-karakter eller en partikel-karakter afheenger af den made,

vi har valgt at male systemet pa. Kelly viser i [Ke96], at den indlzeringsteoretiske model
godt kan relativeres til at tage hgjde for eksempelvis teori-ladethed, men jeg har valgt at
holde mig til det mere simple tilfeelde her.

2. Setup

Definition 2.1. En datastrgm er en total funktion e : N — N.

Doménet til en datastrom (DS) er diskrete tidsenheder, og veerdimeengden er talkoder for
observationerne til disse tider. En DS antages at veere total, saledes at der til enhver tid
er givet en observation. En DS kan skvivalent defineres som en uendelig fglge af kodede
diskrete observationer.

Notation 2.2.

1. e, d, skrives for en DS. Universet er givet ved
U:={e|eeren DS}.

2. e(n) er observationen til t = n pa e.
3. e|n := (e(0),...,e(n — 1)) skrives for det endelige initialsegment af e. Skrives ogsa
med graeske bogstaver €, T.

U™ :={e| ¢ er et endeligt initial segment af en DS e}.

4. lh(e|n) = n, skrives for lseengden af den endelige DS, e|n, der har laeengden n.
5. nle := (e(n),e(n+1),...), halen af e frat = n.

INozick benytter sig af denne strategi i [No81].
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6. Lad K C U, da kaldes K for baggrundsviden og
K*:={ecU"|eCcec K}

er maengden af alle endelige initialsegmenter inden for bagrundsviden.

7. x skrives for en generel operator der keaeder to udtryk sammen. FEksempelvis er
e = eln * nle.

8. Lad U og en endelig DS ¢ veere givet. Saet da

el :=={deU|ecd}.

[e] er altsa meengden af de DS, der er ekstensioner af €. [¢] kaldes en tulipan og e
kaldes stilken.

2.1. Hypoteser, empiriske spgrgsmal og opdagelsesmetoder. Det antages indtil
videre, at sandhed er en uspecificeret relation C' mellem hypoteser og datastremme og kaldes
efterfglgende — saleenge den er uspecificeret — for korrekthed, da det er en vigtig pointe, at det
ikke behgver at dreje sig om sandhed, men at det ligesa godt kan veere empirisk adaekvathed
eller en anden form for korrekthed, der er tale om. C er i det endnu uspecificerede tilfzelde
givet ved: (e, h) € C hviss h er korrekt for den data, der udggres af e. Herved kan hypoteser
identificeres med den maengde af DS, som netop ggr hypoteserne korrekte:

Definition 2.3. En hypotese h er bestemt ved folgende:
h:={e| h er korrekt i e}.

Ind imellem kan det dog have et formal at skelne imellem en hypotese A formuleret eksem-
pelvis som en lukket formel i et formelt sprog og maengden af de DS, (A), som ggr A korrekt.
Teorier udggres af hypoteser. Derved kan teorier ogsa identificeres med en maengde af DS.
Som eksempel kan man tage teorien 7', som haevder at enten er hy korrekt, eller ogsa er ho
og hs korrekte. Denne teori er identisk med hy U (hoN hg). Eller hvis hypoteserne A, B og
C' er udtrykt i et formelt sprog og T = AV (BAC), saer (T) = (A)U((B)N{(C)). Pa denne
made anskueligggres det, hvorledes de logiske konnektiver -, V, A, — kommer til udtryk
ved de meaengdeteoretiske operationer kompliment, U, N, C, henholdsvis. Men medmindre
der angives en eksplicit skelnen mellem en hypotese A og maengden af DS (A), for hvilke A
er korrekt, skelner jeg i det fglgende ikke mellem en hypotese og meengden af DS, der gor
hypotesen korrekt. Derved bliver hypoteser og teorier delmeengder af U.

Et eksempel pa en hypotese er h = {e}. T dette tilfeelde siges h at veere empirisk fuld-
stendig, da der netop er én DS, som ggr h korrekt. Et eksempel pa en empirisk fuldsteendig
hypotese er, at vi kun vil observere 1-taller:

h={e|¥n(e(n) =1)}.

Videnskabelige undersggelser har to kognitive mal: At finde sandheden og undga fejl. Lad
O veaere et par af to elementer: Dels en maengde af hypoteser, dels en partition af disse
hypoteser “op i enkelte korrekte celler”. Hypotesemangden forstas som en meengde udsagn
om verden, vi gnsker at undersgge og fremsaette korrekte teorier udfra. © er nu, hvad vi
vil kalde for et empirisk sporgsmal, og de enkelte celler i partitionen er potentielle svar til
spgrgsmalet.

Definition 2.4. © = (H,C) er empirisk spgrgsmal, hvis © bestar af:
1. En meengde H = {h | h er en hypotese}.
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2. En korrekthedsrelation C' mellem H og U.

Hvor H er lukket under komplement.

Definition 2.5. ©(e) er det korrekte svar til det empiriske spgrgsmal i datastrgmmen e.
O og ©(e) skal specificeres neermere for bestemte paradigmer traeder frem. Som eksempel
kan vi tage, hvad man kunne kalde for det sveereste empiriske spgrgsmal, nemlig at skulle
identificere korrekte fuldsteendige hypoteser. Som beskrevet i forrige afsnit findes der til
empiriske fuldsteendige hypoteser en og kun en DS, som ggr hypotesen korrekt, det vil sige
(e,h) € C hviss h = {e}. Saledes er

Oo(e) = {{e}}.

Som et andet eksempel er der, hvad man i [KSH96] kalder for den fuldstendige H-teori til
e. Lad en maengde af hypoteser H veere i givet. I forste omgang kraeves der ikke andet, end
at H er teellelig og — som ovenfor — lukket under komplement. Tzenk pa H som en maengde
af udsagn, vi gnsker at undersgge med hensyn til korrekthed. En H-teori er givet ved et
snit mellem en reekke hypoteser fra H, det vil sige som konjuktionen af en reekke udsagn.
Givet e € U er den fuldsteendige H -teori til e givet ved:

Of(e) = {heH|ech}

Som naevnt i indledningen laeser en opdagelsesmetode et endeligt stykke af en DS og frem-
saetter pa grundlag heraf en hypotese (eller en teori) om verden. Som motivation for den
kommende formelle definition defineres:

Eq(n,e(n)) = {e' | '(n) = e(n)}.

Epistemologisk er Eq(n,e(n)) netop, hvad der til ¢ = n opdateres pa. Altsa det udsagn der
siger, at til det enkelte tidspunkt n observerede man lige ngjagtig e(n). Definér:

Up(eln) = (Eq(0,e(0)),... ,Eq(n —1,e(n — 1))).

Up(e|n) er med andre ord den fplge af opdateringer, man har gjort sig indtil ¢ = n. Da
[e|]n] = NUp(e|n) er det rimeligt at forlange, at en opdagelsesmetode efter at have leest det
endelige initialsegment e|n af e fremsaetter sit geet pa grundlag af [e|n]. Men da tulipaner
er entydigt bestemt af deres stilke, giver det mening med folgende definition, hvor P(U) er
potensmaengden af U:

Definition 2.6. En opdagelsesmetode er en funktion

F.U* —PU)

2.2. Identifikation af empiriske spgrgsmal. Givet et empirisk spgrgsmal © kunne
man héabe, at den anvendte metoden pa et tidspunkt med garanti standser i sine un-
dersggelser og giver et korrekt svar. Denne form for opdagelser er, hvad man kalder palidelig
opdagelse i endelig tid. Jeg veelger i denne tekst kun at arbejde med et svagere stabiliser-
ingskriterie, nemlig hvad Gold kalder identification in the limit, det vil sige stabilisering i
greensen.[Go67] Motivationen for dette succes-kriterie er to-sidet. For det forste er kriteriet
understgttet af en peirceiansk opfattelse af videnskab og sandhed: Sandheden om verden
er det, som videnskaberne i greensen havder om verden. Det kan dog vere tilfeeldet, at
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videnskaberne har fundet sandheden uden at vise tegn herpa. For det andet viser det sig, at
problemer, som hidtil har veeret anskuet som ulgselige, bliver principielt lgselige i greensen.

Vi siger, at f stabiliserer i greensen til et korrekt svar til © pa e hviss f identificerer © pa
e hviss InVm > n : f(elm) C O(e). Uformelt kan man sige, at © kan identificeres, netop nar
det geelder, at vi for alle DS altid finder en korrekt hypotese til ©. Det forudseettes ikke, at
f efter at have naet sit modulus, det vil sige det n sadan at for alle m > n : f(elm) C O(e),
holder sig til en bestemt hypotese; med andre ord at f(e|m) = f(e|m’) for alle m,m’ > n.
Det er tilstraekkeligt, at f kun fremssetter korrekte hypoteser.

Antagelse af baggrundsviden kan, som tidligere nsevnt, veere en made at lgse problemer,
som ellers ikke kunne lgses. Baggrundsviden kan nu forstas, som den maengde af mulige
verdner for hvilke metoden er garanteret succes, det vil sige palidelig. Men man kan ogsa
teenke pa baggrundsviden, som den epistemiske tilstand agenten (eller metoden) starter
med.?

Definition 2.7. Identifikation under antagelse af baggrundsviden K:
f identificerer © givet K = Ve € K,3InVm > n: f(elm) C O(e).

3. Topologi og Baire space

Den opmeerksomme matematiske laeser vil maske have bemeerket, at ovenstaende model
er bygget over det topologiske rum Baire space. Senere i denne tekst bliver forskellige
induktive metoder karakteriseret i praecise topologiske termer, hvorfor disse termer nu in-
troduceres.

Definition 3.1. Et topologisk rum er en maengde X af punkter sammen med en topologisk
struktur, hvilken er bestemt af en klasse 7 af delmeengder af X, kaldet for abne maengder
af X, som opfylder fglgende:

1. 0,XeT.
2. Hvis AABeTsaANBeT.
3. For alle £ C T geelder der UE € T.

Lukkede maengder er komplementet af abne maengder relativt til X, det vil sige X \ G, med
G aben. Mangder, der bade er abne og lukkede, kaldes clopen.

3.1. Baire space. I notationen introduceret tidligere bliver Baire space til parret
(U, B), hvor de abne mengder i B er defineret ved:

Pe Bhviss3G CU*: P=U{[e] | e € G}.

At dette er et topologisk rum indses ved fglgende. Lad o veere den tomme fglge. Da er
U = o], og § = UD, sd U og B er elementer i B, det vil sige abne maengder. Det geelder
for et hvilket som helst par af tulipaner [¢], [¢], at enten er den ene indeholdt i den anden
eller ogsa er de disjunkte, hvilket med andre ord vil sige [¢] C [¢'] hviss ¢’ C e. Derfor
geelder der, at [¢] N [¢'] enten er en tulipan eller den tomme maengde. Heraf fplger der, at en
endelig feellesmaengde af to maengder, der hver iszer er en forening af tulipaner, enten er en
foreningsmeengde af tulipaner eller den tomme maengde. 1 begge tilfeelde en aben maengde.

?Den sidste forstaelse af baggrundsviden bliver naturlig, nar jeg senere (side 17) formelt definerer
Gardenfors-metodologien.
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Slutteligt er en vilkarlig foreningsmaengde af foreningsmaengder af tulipaner pr. definition
en aben meengde.

U* er en tellelig meengde, da den kan ordnes leksikografisk.?> Da en tulipan [¢] er
bestemt alene ved € fglger der, at der kun findes et telleligt antal tulipaner, hvorfor en-
hver aben maengde hgjst vil udggres af et teelleligt antal tulipaner. Der gives nu en meget
naturlig interpretation af en aben maengde: En aben maengde P svarer til en hypotese, der
er verificérbar i endelig tid. En datastrgm observeres, og ‘genkendes’ en stilk € til en tulipan
fra P,ved man, at P er korrekt, da en hvilken som helst ekstension af ¢ er en datastrgm i
P. De lukkede maengder svarer omvendt til hypoteser, der er refutérbare i endelig tid, og
meaengder som er clopen svarer til hypoteser, der er afggrbare i endelig tid. Det viser sig, at
genereres der et hierarki ud fra teellelige foreningsmeaengder og komplementer af maengder,
som er clopen, far man en naturlig katalogisering af forskellige induktive problemers kom-
pleksitet. Denne katalogisering er taet knyttet til de succes- og stabiliserings-kriterier, der
anvendes, og man ser med hierarkiet, at et induktionsproblem ikke bare er et induktion-
sproblem, men at induktionsproblemer kan males i grader af kompleksitet. Se eventuelt
[Ke96]. Den matematiske struktur, som beskriver dette, er det endelige Borelhierarki.

Lad P veere komplementet til P. Da er Borelhierarkiet induktivt defineret pa folgende
vis:

Definition 3.2.

PEE,? = P er clopen.

PexB . = der eksisterer teellelig I C ©F: P=U{R|ReT}.
Pell? = PexB

PeAl = pPexBnns,

Bemzrk at AF = AP = 38 = TIF, at de dbne maengder er 8 mangder, og de lukkede
maengder er ITP mzengder.

3.2. Begranset Baire space. At begraense topologien svarer til at antage baggrundsv-
iden. Lad (U, B) vaere givet som i sidste afsnit. Restriktionen af (U,B) til K C U er da
givet ved folgende: Erstat U med K og erstat B med meangden B|K, der bestar af alle
feellesmeengder A N K hvor A € B. Det begreensede rum er nu (K, B|K). Det fglger, af
grundlzeggende samme argument som ovenfor, at dette rum er topologisk. Elementer fra
B|K kaldes K—abne, mangder af formen K \ G, hvor G er K-aben, er K-lukkede, og
meaengder, der er begge dele, er K—clopen. Et endeligt Borelhierarki med en restriktion af
U til K er defineret som ovenfor, hvor bunden er maengder, som er K—clopen. Hvis P er
K-—clopen, ligger P i X[K]¥, og notationen for resten af hierarkiet, herunder K—abne og
K-lukkede meengder, er tilsvarende.

3.3. Det effektive endelige Borelhierarki. Det endelige Borelhierarki beskriver al-
mindeligvis induktive problemers kompleksitet i tilfaeldet, hvor metoden er ideal. I denne
tekst er jeg dog mere interesseret i det tilfeelde, hvor den induktive metode er beregnbar,
og dertil benyttes, hvad man til tider kalder for det effektive endelige Borelhierarki. Men
indledningsvist er der forhold omkring forstaelsen af hypoteser, som skal specificeres.

3Metoden er fglgende: Fgrst numererer man en fglge af leengde 1, derefter endnu en fplge af leengde 1
og en af leengde 2, derefter en af leengde 1 en af leengde 2 en af leengde 3, og sé& fremdeles. Til sidst er man
naet igennem alle endelige fglger.
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Korrekthedsrelationen C' er en relation mellem en datastrgm e og en maengde af datastrgmme

h. I det generelle tilfeelde forstas en hypotese h altid som en maengde af datastrgmme. Men
i denne model, givet at vi har formaliseret opdagelsesmetoder som funktioner, kan vi fak-
tisk skabe en slags kodning af de hypoteser, vi veelger at undersgge, ind i N. Som sagt
identificerer vi normalt en hypotese med den maengde af datastrémme, som ggr hypotesen
sand. Dette muligggr ikke en kodning ind i N, men kun at en hypotese kan kodes som en
enkelt datastrgm, da en enkelt datastrom koder en maengde af datastromme (metode i stil
med metoden for nummereringen af U*). Pa denne méade kan man eksempelvis have en
enkelt datastrgm som indeks for en borelmaengde. I det generelle tilfeelde har vi derfor, at
en opdagelsesmetode er en funktion:

f:U"—=U.

Men da opdagelsesmetoden skal opfylde funktionsegenskaberne, og da U* er tellelig, ma
veerdimaengden til f ogsa veere teellelig. Derfor giver det i denne sammenhaeng kun mening
at arbejde med et teelleligt antal af hypoteser. Kald veerdimaengden for H. Da H er tellelig,
kan vi (idealt set) nummerere den, hvorfor enhver hypotese i H indekseres. Derved bliver
indekset til h € H en slags kode for h. Og vi har, at givet en indeksering af H kan vi arbejde
med H, som om den var en mangde af indekser, og opdagelser kommer derved til at handle
om identifikation af indekser for hypoteser. Hermed menes der ikke, at den enkelte hypotese
er teellelig, for en hvilken som helst aben mengde i Baire space er overtellelig. Pointen er
blot, at antallet af hypoteser, som vi veelger at undersgge, ma veere teelleligt.*

Et aritmetisk hierarki af maengder af relationer skal nu konstrueres pa en sadan made,
at det dels er en naturlig generalisering af det aritmetiske hierarki, som man kender det fra
rekursionsteorien, dels sa det kan bruges til at karakterisere beregnbare induktive metoder.
Ideen er, at vi skal have en Turingmaskine til at acceptere en uendelig datastrgm som input
og ikke kun endelige mangder af naturlige tal. Dette kan lade sig ggre ved at give maskine et
ekstra input-band, som den laeser pa, alt imens der gives outputs. At det er muligt skyldes,
at der netop ikke kraeves laesning af en hel datastrgm, fgrend der produceres hypoteser, men
kun endelige initialsegmenter.

Korrekthedsrelation C(e, h) er, jevnfgr forrige afsnit, en relation mellem to typer ob-
jekter: kodetal for hypoteser (type 1) og datastromme (type 2). Generelt set kan en relation
R have et hvilket som helst antal argumenter af type 1 og type 2. Sig, at R er af type
(k,m), netop nar R har k argumenter af type 2 og m argumenter af type 1. Vi skal nu have
defineret aritmetisk kompleksitet for en vilkarlig relation af type (k,m). Det viser sig, at
det seedvanlige aritmetiske hierarki er et specialtilfeelde af det generaliserede, nemlig hvor
relationerne har type (0,m).

En relation R af type (k,m) er rekursiv, hvis der findes en Turingmaskine, der givet de
m endelige argumenter og et band for hvert af de k uendelige argumenter fgr eller senere
stopper med 1, hvis R er sand og ellers stopper med 0. Lad @ betegne en k-vektor af
datastrgmme og = en m-vektor af naturlige tal.

4Bemaerk, at dette er en ngdvendig forudsetning for at fi modellen til at fungere. Men det er en
rimelig antagelse, da jeg i denne tekst veelger at arbejde med beregnbare metoder, der ville fa sveert ved at
‘handtere’ hver og en hypotese fra en mangde af hypoteser, som er overteallelig.
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Definition 3.3. Det generaliserede aritmetiske hierarki:
ReXf = Rer rekursiv.
Rexi, = 3Q e af type (k,m+ 1) sidan at
Ve eUR T eN":R(€,7) «

E'l?m+1 : _‘Q(?a ?7xm+1)

14 og A2 er defineret, pa seedvanlig vis, pa basis af 3§

En karakterisering af beregnbare metoder gives i termer af kompleksiteten af korrek-
thedsrelationen C'. Men ogsa kompleksiteten af metodens baggrundsviden K og hypote-
semeengden H er af betydning. Derfor ma vi relativere aritmetisk kompleksitet til begge
disse maengder:

Definition 3.4.
Re XK, H? = 3Q ¢ x4 sadan at
Ve eK, T eH" :R(e,7)~Q(e, 7).

4. Karakterisering af beregnbare metoder

Der kan nu gives en karakterisering af de beregnbare opdagelsesmetoder, det vil sige, at
der gives en bestemmelse af omfanget og kompleksiteten af de problemer som er palideligt
lgselige. Kelly giver karakteriseringen for et identifikationskriterie, som er lidt steerkere end
det, som jeg har valgt at benytte. Definér derfor identifikationg i for den kommende sztning
saledes:

f identificerergx O givet K = Ve € K,3InVm > n: f(elm) = O(e).

Seetning 4.1. (Kelly). © er identificérbary givet K ved en beregnbar opdagelsesmetode
hviss Ve € K(O(e) # 0), H € ¥4 og C € X[K, H]3.

Beuvis. Se [Ke96]:253. -
Som neevnt tidligere er det et relativt strengt krav til metoden, at den skal identificere den
fulde hypotese. Jeg veelger derfor i det folgende at arbejde med det svagere kriterie for
identifikation, det vil sige med mengdeinklusionen, hvor der kun kraeves fremsaettelse af
korrekte hypoteser.



En beregnbar Gardenfors-metode

Gérdenfors er selv interesseret i en mulig computer-implementering af sin metodologi. Med
andre ord, om den giver anledning til en beregnbar metode.

I formulate rationality postulates for revisions and other types of epistemic changes.
I also present some explicit constructions of ideally rational changes [...] Although
I do not develop computer implementations of the constructions, I believe that my
theory is of interest to AI (artificial intelligence) researchers. After all, the problem
of finding an appropriate knowledge representation is a key problem for AIl. But a
solution to this problem is of little help unless one also understands how to update
the epistemic states in the light of new information. [Gae88]:ix.

Gérdenfors formulerer sine principper for rationel videns-opdatering i et relativt simpelt
udsagnslogisk setup, men er vi interesseret i det beregnbare aspekt ved opdateringen, er
det naturligt at se pa, hvilken metode principperne giver anledning til, nar de formuleres
rekursionsteoretisk. Et af mine arbejdsspgrgsmal undervejs har derfor vaeret: Hvordan ser
en beregnbar Géardenfors-opdatering ud?

Metodologien har i det ideale tilfeelde veeret undersggt inden for FLT. Kelly, Schulte
og Hendricks viste i [KSH96], at givet ‘den rigtige’ baggrundsviden er metodologien fuld-
steendig, det vil sige, at ethvert empirisk spgrgsmal, som kan identificeres idealt, kan iden-
tificeres (idealt) af en Gérdenfors-metode. Det er ikke nogen simpel sag at formulere
Gérdenfors-metodologien indleeringsteoretisk; et problem, som jeg senere vil komme ind
pa. I forste omgang gar jeg ud fra den formulering Kelly, Schulte og Hendricks har givet.

1. Gardenfors-metodologi repraesenteret ved AGM-aksiomer

Lad T veere en teori og P en empirisk proposition, det vil sige, korrektheden af P
afhaenger kun af datastrgmmen. En belief revision operator + tager en teori T' og en empirisk
proposition P som input og har altid en teori 7" som output. Sagt pa en anden made:

T+P=T.

Som naevnt i indledningen bygger Gardenfors blandt andet videre pa arbejde af Makinson og
Alchourrén, hvorfor de metodologisk principper kaldes for AGM-aksiomerne. I et indleering-
steoretisk setup er de i [KSH96] givet ved folgende fire askiomer:

(AGM1) T+ PCP.
(AGM 2) Hvis P # () sa T + P # 0.

(AGM 3) Hvis PNT #0saT+P=PNT.

(AGM4) Hvis PN(T+Q)#0sa PN(T+Q)=T+ (PNQ).

Disse principper kan repraesenteres i et sakaldt Grove system [Gr88|. Et Grove system er
en samling I'? C P(U) centreret omkring en proposition @, som opfylder:

1. C definerer en fuldsteendig ordning af I'?.

2. For alle konsistente propositioner P eksisterer der et unikt C-minimalt element yp €
', sadan at vp N P 0.

3. UeT?.

15
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4. Q er det mindste element i I'?.

Grove har vist, at for ethvert par bestdende af en AGM-operator + og en proposition K
eksisterer der et Grove system I' sidan at, for alle propositioner P gaelder der yp N P =
K + P. Omvendt geelder der: Lad T'K vaere et Grove system for en proposition K. Da
eksisterer der en unik AGM-operator + sadan at, for alle P geelder der yp N P = K + P.

En AGM-operator bestemmer nu entydigt en iterativ AGM-opdagelsesmetode f efter
folgende induktive metode:

1. f(0) =K.

2. flext)= f(e) + e *T]

Det bliver nu vist i [KSH96], at for ‘passende’® definitioner af data retention, timidity og
stubbornness er de to udsagn “f er data rententive, stubborn og timid” og “f er en iterativ
AGM-opdagelsesmetode” aekvivalente. Dette er af stor praktisk nytte, nar AGM-aksiomerne
skal undersgges.

De uformelle defintioner af de tre egenskaber er fglgende: f er data retentive, hvis det
altid er tilfzeldet, at de hypoteser, det vil sige, maengden af epistemiske overbevisninger (be-
lief set) der fremsaettes af f implicerer den data, f har set. f er timid, netop nar det er
tilfzeldet, at hvis dataen er konsistent med den tidligere hypotesefremsaettelse, sa implicerer
den tidligere hypotese den nye hypotese. Slutteligt er f stubborn, nar f’s hypotesefremsaet-
telse implicerer den forrige, med mindre denne er refuteret. De formelle definitioner, der er
generaliserede med hensyn til de to sidste, ser saledes ud:

Definition 1.1. f er data retentive = for alle e|n € U* : f(e|n) C [e|n].

Hermed implicerer data retention konsistens i al almindelighed; herunder lokal konsistens,
hvilket vil sige, at fremsaettelsen skal veere konsistent med den sidste observation. I denne
definition huskes al data simpelthen inden for bagrundsviden, hvad man andre steder kalder
for perfect memory [Ke98].2

Definition 1.2. f er timid = for alle eln+m € U* sadan at [e|n+m|N f(e|n) # ) medfgrer
f(eln) N eln+m] C f(eln +m).

Definition 1.3. f er stubborn = for alle e|n +m € U* sadan at [e|n + m] N f(eln) # 0
medfgrer f(eln) Neln+m] D f(e|n +m).

Tilfgjer man som krav til f, at den ikke ma give trivielle gaet, det vil sige, hvis € ikke er
den tomme folge er f(c) # ), ser man overensstemmelsen med AGM-aksiomerne med det
samme. Data retention er (AGM 1), og stubbornness og timidity tilsammen giver (AGM
3) og (AGM 4). Det sidste aksiom pa grund af associativitet og kommutativitet af N, da
leln +m] = ([eln + 1] N...N [e|n +m]).2 Forstar vi nu — i overensstemmelse den tidligere
diskussionen af baggrundsviden (side 10) — baggrundsviden, som den maengde af epistemiske
overbevisninger metoden begynder med, kan vi definere AGM-metoderne.

LJeg skriver ‘passende’, da min definition af data retention inkluderer de to definitioner i [KSH96] af
data retention og consistency.

2En anden definition kunne lyde: f er data retentives inden for baggrundsviden = Vn < m,Ve €
K : f(eln) N Eq(n — 1,e(n — 1)) = 0 — f(elm) N f(e|n) = 0. Data retentiony implicerer her ikke lokal
konsistens, der er defineret ved VnVe € K : f(eln) N Eq(n — 1,e(n — 1)) # 0. Data retentions betyder, at
hvis en hypotese en gang er blevet refuteret af data, sa vil denne hypotese aldrig igen dukke op i senere
hypotesefremsaettelser. Pa denne led kan man nuancere beskrivelsen af en AGM-metode. Jeg har dog valgt
at holde mig til definitionen af data retention, som den er givet i brgdteksten.

3Et fuldstzendigt argument gar dog via Grove systemer, se appendiks til [KSH96).
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Definition 1.4. En AGM-metode er bestemt som vzerende fglgende induktive metode:

1. f(0) =K.
2. f opdaterer i overensstemmelse med data rentention, timidity, stubbornness og giver
ikke-trivielle gaet.

I hvert fald ét forhold ved en AGM-metodologien er umiddelbart vaerd at bemaerke, nemlig
at den er meget konservativ, og at den derfor er fglsom over for den initiale meengde af
overbevisninger. Det er stubbornness og timidity, der giver anledning til konservativiteten.
Fglgende eksempel, som er hentet fra [KSH96], viser dette. Lad os betragte en videnskab-
smand, som er stubborn, og som til at begynde med er overbevist om, at nar man slar plat
eller krone med en mgnt, vil mgnten med tiden mindst en gang vende kronen opad. Lad os
yderlige antage, at dette aldrig sker. Hvis videnskabsmanden kun er stubborn, kan han med
tiden snaevre sin hypotese ind pa en sadan made, at den oprindelige hypotese stadigveek er
impliceret. Han kan for eksempel efter 53 kast tilfgje hypotesen om, at inden de fgrste hun-
drede kast har mgnten vendt kronen op. Men er videnskabsmanden ogsa timid, er dette ikke
muligt. Han vil veere fastlast til evighed pa en forkert hypotese. Men det er ikke noget prob-
lem at finde ud af sandheden omkring hypotesen, der kraeves blot én revision. Man heevder
hypotesens negation — at kronen aldrig kommer op — og hvis kronen kommer op, haevder
man hypotesen i al evighed. Eksemplet viser, hvor fglsom AGM-metoden — eller rettere
en stubborn og timid videnskabsmand — er overfor den initiale maengde af overbevisninger.
Men det illustrerer ogsa, hvorledes timidity og stubbornness virkelig tvinger metoden til at
ggre minimale forandringer—i Gardenfors’ and.

2. En beregnbar Gardenfors

Jeg angiver nu, hvorledes en beregnbar AGM-opdatering foregar. Bemaerk forst, at givet
data retention indskraenkes stubbornness og timidity inden for baggrundsviden til:

Ve € K,Vn,m € N: [eln+m]N f(eln) #0 — f(eln+m) = f(e|n) N [e|n + m)].

2.1. AGM-rekursionen. Fgrend det er muligt rekursivt at angive, hvorledes AGM-
opdateringen foregar, er det nodvendigt at antage, dels at for den initiale meengde af overbe-
visninger Fj er e € Fy rekursivt afggrbart (oplagt at tage en tulipan eller foreningsmeengden
af et endeligt antal tulipaner), dels at

(1) Vn e N,Ve € U : f(e|n) N[eln + 1] # 0.

Da foregar en opdatering i overensstemmelse med Gardenfors-metodologien saledes:

2. f(eln) = Fy N [eln].
(+)
(*) er i hgj grad en beregnbar procedure, da det gaelder for faellesmaengden, at det er afggrbart
om en datastrgm d er element i den. Hvis Fj er en endelig maengde af tulipaner er proceduren
sagar primitiv rekursiv. Seettes Fy = [e|0], far vi at f(e|n) = [e|n]. S& med tiden sneevrer
metoden leengere og leengere ind omkring hypotesen {e}, da N[e|n] = {e}.
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2.2. Karakterisering af beregnbar AGM-metode. Det interessante er nu at se,
hvad der bliver identificeret.

Seetning 2.1. Antag (1) ovenfor, samt at initialmeengden er saledes, at Ve € Fy,3n :
[e|n] C Fy, samt at Fy er rekursiv afggrbar. Da geelder der, at hvis beregnbar AGM-metode
f identificerer © givet Fy sa er de enkelte celler til © Fy-abne i Borelhierarkiet.

Bevis. Genkald definitionen af identifikation:

f identificerer O givet Fy = Ve € Fy,InVm > n : f(elm) C O(e)
Heraf fglger der for beregnbar AGM-metode:

Ve € Fy,In¥m > n : [elm] N Fy C O(e)

hvilket pa grund af antagelsen Ve € Fy,3n : [eln] C Fp, samt at Fy er rekursiv afggrbar
medfgrer

Ve € Fy,In'Vm > n’ : [e|m] C ©(e) hviss

Ve € Fy,3n’ : [eln’] C O(e)

som medfgrer

Ve € (FyNO(e)),In’ : [e|n'] C O(e)

som netop er, at O(e) er Fy-aben, det vil sige O(e) € X i Borelhierarkiet over Fp. -
Omvendt kan det nu vises, at hvis Fj antages at vaere hele universet, det vil sige, at f
starter ud med at vide ingenting, sa kan AGM-metoden identificere alle abne maengder.

Saetning 2.2. Antag Fy = U. Sa kan en beregnbar AGM-metode identificere abne maengder.

Bevis. Lad ©(e) vaere aben, samt d element heri. Heraf fglger, at 3k € N : [d|k] C O(e).
Samtidig gaelder der, da Fy = U at Vd' € U : f(d’'|n) = [d’|n], hvorfor vi har

Vm > k: f(dlm) = [djm] C [d]k] € ©(e).

Hvilket var, hvad der skulle vises. -

Hermed er der givet en karakterisering af en beregnbar AGM-metode. Givet en ‘velvalgt’
initialmaengde, Fp, samt antagelsen (1) ovenfor kan en AGM-metode indentificere et empirisk
sporgsmal, hvis og kun hvis de enkelte celler i partitionen er Fy-abne.

3. Diskussion af karakterisering og model

Ovenstaende karakterisering er overraskende i lyset af [Ke96]. For det forste karak-
teriseres den beregnbare AGM-metode i termer af det (fulde) endelig Borelhierarki og ikke i
termer af det aritmetiske. For det andet er det overraskende, at de identificérbare maengder
er YP-maengder. Disse meengder karakteriserer ideale bekraeftelsesmetoder, der over en
datastrgm e verificerer h i endelig tid, hviss h er korrekt over e. Det overraskende element
er, at der findes mange hypoteser, som er idealt verificérbare i endelig tid, men som en bereg-
nbar metode gar i sta pa. Lad X veere en meengde af tilstreekkelig aritmetisk kompleksitet,
eksempelvis X € II{ \ A{. Lad hypotesen h; veere hypotesen, der er korrekt over e hviss
e(0) € X. Denne kan enhver ideal metode afggre efter at have laest den forste observation i e,
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men hvis e(0) ligger i X gar en beregnbar metode maske ind i et uendeligt loop. Dette synes
at veere 1 modstrid med ovenstéende karakterisering, for man kunne saette © = (H, C), med
H = {hy,h;} og C som angivet. En forklaring pa denne umiddelbare uoverenstemmelse
er nok karakteriseringernes fglsomhed overfor de preecise definitioner. Ggres definitionen af
identifikation staerkere, sa der kraeves f(e|m) = O(e) — ligesom det tidligere blev kraevet i
definitionen for karakteriseringsbeviset for den beregnbare opdagelsesmetode uden metodol-
ogiske krav — gaelder seetning 2.7 ikke mere. Sa er det kun tulipaner, der kan identificeres.
Denne fglsomhed over for definitionerne er i sig selv en interessant problemstilling, som jeg
desvaere ikke har haft tid til at forfglge.

I [KSH96]| blev det vist at den ideale AGM-metodologi er fuldsteendig. Det vil sige, at
AGM-metoden kan identificere Borelhierarkiet til og med . I denne sammenhzeng er det
interessant, at kravet om beregnbarhed gor, at de identificérbare mangder gar fra at veere
¥B til at veere XE. Det vigtige i sammenligningen af disse to resultater er, at de begge
bygger pa det samme sset AGM-aksiomer og den samme definition af identifikation.

Et andet aspekt, jeg har valgt at se bort fra, er selve AGM-aksiomernes udformning.
Disse er formuleret saledes, at metodens reaktioner pa dataen kun angives i det tilfeelde,
hvor dataen er konsistent med den maengde af overbevisninger, som skal opdateres. Givet
dette er tilfeeldet angives en Gardenfors-metode. Det er imidlertid en vigtig pointe for
Gérdenfors at angive, hvorledes der opdateres, nar maengden af epistemiske overbevisninger
og dataen er inkonsistente. For Gardenfors er der tre typer af opdatering: udvidelse, revision
og kontraktion. For disse tre typer lykkes det for Gardenfors kun at fa entydigt bestemt en
funktion for udvidelse.* For de to sidste typer er postulaterne, som Gérdenfors fremsaetter
ikke tilstreekkelige til at bestemme unikke funktioner. Problemet med de to sidste typer
af opdateringer er, at der mangler en pracis logisk struktur pa meengderne af epistemiske
overbevisninger, og Gérdenfors ma indfere mere eller mindre uspecificerede begreber som
eksempelvis entrenchment for at give beskrivelser af meengderne. I denne sammehaeng viser
Gérdenfors, at hvis der eksisterer en kontraktionsfunktion, sa eksisterer der en fuldsteendig
ordning med hensyn til entrenchment [Gae88]:81. At en sadan ordning til enhver tid og til
alle meengder eksisterer, tvivler jeg pa kan beskrives matematisk logisk, og endnu mindre
at denne ordning er beregnbar. Da dette er et matematisk projekt, har jeg valgt ikke at ga
dybere ind i dette spgrgsmal, som jeg betragter som veerende forst og fremmest filosofisk i
dets natur.

4Denne er at leegge dataen til ens maengde af overbevisninger og lukke under deduktion.
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Restriktivitet og Gardernfors-metodologi

Det er nu blevet vist, at Géardenfors-metodologien kan implementeres pa en computer, og
at den netop kan identificere abne maengder. Dette resultat hviler pa den konkrete for-
mulering af metodologien, som den kommer til udtryk i AGM-aksiomerne. Det ggr den
naeste undersggelse ikke, hvor det undersgges, om arkitekturen er restriktiv for beregnbare
opdagelsesmetoder. Gérdenfors-metodologien er, som det nu vises, restriktiv, og det er den
i kraft af kravet om, at opdateringeren af maengden af epistemiske overbevisninger skal ske
saledes, at den opdaterede maengde implicerer den data, metoden har set. Restriktiviteten
paviser et problem ved Gérdenfors-metodologien, da et krav til et rationelt induktivt prin-
cip ma veere, at det bidrager til opdagelsen af korrekte teorier, eller som et minimum ikke
stiller sig i vejen for disse opdagelser. At Gardenfors-metodologien er restriktiv er ikke noget
nyt resultat. Hendricks har i sin Ph.D.-athandling [He96] vist dette, hvor han benytter et
resultat fra [OSW86].

Ideen er at specificere korrekthedsrelationen og give metoden en passende baggrundsv-
iden. Metoden skal over e identificere den r.e. maengde, der udgeres af veerdimeengden til
e, hvor en meaengde X er r.e. hviss X € ¥4!. Metoden antager derfor som baggrundsviden,
at den ikke vil blive praesenteret for andet en r.e. meengder. Motivationen for at specificere
det generelle setup i overensstemmelse med dette er folgende.

Man kan se en opdagelsesmetode som en metode til identifikation af naturlige sprog.
Metoden ma derfor stabilisere til en korrekt grammatik for det sprog, som metoden bliver
preesenteret for. En grammatik giver en positiv test for et sprog. Dette vil sige, at hvis
en sprogbruger har forstaet grammatikken og bliver praesenteret for en ssetning, siger han
at sesetningen tilhgrer sproget, hvis og kun hvis ssetningen rent faktisk tilhgrer sproget.
Derfor modeleres sprog som r.e. maengder, og det kraeves af metoden, at den for eller senere
stabiliserer til et korrekt indeks for den r.e. maengde, som metoden bliver vist.

Aksiomatisérbare teorier er ogsa en del af motivationen. Lad Y veere en meengde af
lukkede formler og lad Ry veere den egenskab, at Ry (z) geelder hviss € Y. Inden for
rekursionsteorien definerer man nu en teori T’ som aksiomatisérbar, hvis der findes en raekke
postulater P for T saledes at Rp er r.e., hvilket—som i ovenstaende afsnit—vil sige, at man
har en positiv test. Dette betyder samtidigt, at givet et seet postulater P for en aksioma-
tisérbar teori T kan vi effektivt finde et r.e. indeks for Rp. Man kan nu rekursionsteoretisk
vise, at en teori T er aksiomatisérbar, hviss Ry er r.e. Og det fglger, at en teori er aksioma-
tisérbar, netop nar postulaterne for teorien effektivt kan genereres.!

1. Identifikation af r.e. msengder

Lad W; veere domaenet til den rekursive funktion med indeks 4, det vil sige ;. Da en
meengde X er r.e., hviss den er domeenet til en rekursiv funktion, kan indleeringsparadigmet
for identifikation af r.e. indekser angives.

Definition 1.1.
1. Korrekthed: C,.. (e, i) = range(e) = W;.
2. Baggrundsviden: K := {e | range(e) er r.e.}.
ISe eventuelt [BM77] side 332 for en rekursionsteoretisk diskussion af aksiomatisérbare teorier.
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I dette setup bliver data retention til:

Definition 1.2. Data retention, . :

[ erdata retentive, .. inden for K = Ve € K* : range(e) C Wy(,).

Strategien er nu at kraeve, at f er beregnbar og data retentive, og herefter undersgge
hvor meget f med disse to krav kan identificere. Dette svarer til det andet af mine arbe-
jdsspgrgsmal: Givet at metoden er beregnbar og opfylder den del af Gardenfors-metodologien,
som krzever data retention, er metodologien sa fuldstendig?

Da korrekthedsrelationen er specificeret, sendres definitionen af identifikation, som den
blev givet pa side 11, saledes at f nu identificerer maengder og ikke lsengere empiriske
sporgsmal ©. Den @endrede definition er:

f identificerer ¥4 givet K =
VI e S8 Vee K,Invm >n: Weeimy = T « range(e) = T.

Der arbejdes ogsa med, at f identificerer enkelte r.e. meengder, hvilket defineres som ovenstaende,
hvor, ¥4 skiftes ud med T' € %4 for skvivalenstegnet og tage T € 4! vaek efter sekvi-
valensen.

Lemma 1.3. (Blum og Blum). Antag, at f identificerer T € 4. Da eksisterer der ¢ € U*
sadan at:

1. range(e) C T.

2. Wy =T.

3. V1 € U* geelder der, at range(t) C T medforer f(c 1) = f(e).
Bevis. (Som i [OSW86]). Antag lemmaet er falsk, hvilket giver

(*): For alle 0 € U™, sadan at range(c) €T og Wy, =T, eksisterer der 7 € U* hvor

om det geelder at range(7) C T og f(ox7) # f(0).

Der gaelder nu at (*): implicerer eksistensen af en datastrgm e sadan, at range(e) = T men
f identificerer ikke T, hvilket er i modstrid med antagelsen om, at f indentificerer 7. Lad
d € U sadan at range(d) = T. e konstrueres nu induktivt.

Trin 0. Lad o veere sadan at range(oo) € T og Wy (s, = T'. 0g eksisterer, da f identificerer
T.

Trin n + 1. Givet o, er der to tilfelde. Hvis Wy, ) # T sa 0,41 = 0y * (d(n)). Ellers
folger der af (*): eksistensen af 7 € U* sadan at range(t) C T og f(on *7) # f(on). Seet
Oni1 = op x 7% (d(n)).

Lad e = |J,, on. Da geelder der, at range(e) = T og f stabiliserer aldrig til noget indeks for
T, da det for alle n geelder, at Wy(,,) # T eller f(o, *7) # f(on). -

Lad T € ¢, f opdagelsesmetode og ¢ € U* vaere givet. Hvis ¢ opfylder punkterne 1 til
3 i lemma 1.3 kaldes ¢ for en lasende folge for T og f.

Saetning 1.4. (Osherson, Stob og Weinstein). Lad f identificere A C %4 givet K := {e |
range(e) er r.e.}. Hvis f er data retentiv og rekursiv sa A C A{.

Bevis. Lad T € A. Ifglge ovenstaende lemma eksisterer der en lasende fglge ¢ for T og f.
Hermed kan vi skabe en effektiv afggrbar test for elementer i 7', hvorfor T € Afl. Lad z € T..
Da geelder der f(e* (z)) = f(e), da € er en lasende fplge. Pa den anden side geelder der, at
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hvis « ¢ T, sa er f(e = (z)) ikke et indeks for T, da f er data retentive. Altsa x € T hviss
flex(x)) = f(e). Da f er rekursiv og defineret for alle naturlige tal n, er dette en afggrbar
test. -

Der findes meengder, der kan identificeres af beregnbare opdagelsesmetoder inden for
paradigmet for identifikation af r.e. indekser, hvor maengderne indeholder ikke-rekursive
elementer.? Heraf fglger det, at Girdenfors-metodologien er en restriktiv arkitektur og
derfor ikke fuldstaendig.

2. Metodologiske krav og restriktivitet

Ovenstaende resultat er som naevnt ikke originalt. Men i en diskussion af Gérdenfors’
metodologi er det relevant at angive, da det viser, at et ‘rationelt’ princip for videnstilegnelse
som data retention kan forhindre en metode i at na sandheden. Det virker overraskende,
at et simpelt princip som at huske den data, man har set, og fremsatte teorier der ggr
denne data sand, er et restriktivt krav. Pointen er ikke desto mindre, at denne procedure
kan veere ikke-beregnbar. For ideale metoder derimod er data retention et fornuftigt krav,
som det eksempelvis er bevist i [KSH96], hvor fuldsteendigheden af AGM-aksiomerne for
ideale metoder er vist. I visse tilfeelde kan lignende principper som konsistens endda vaere
et ngdvendigt krav for at optimere eksempelvis en ideal bekrzeftelsesmetodes udnyttelse af
daten, som Kelly har vist det i [Ke96].

2Definér K = {i | ¢;(i) |}. K er en ‘agte’ r.e. meengde. T = {K U {2z} | 2 € K} kan identificeres af en
beregnbar opdagelsesmetode, se [OSW86]:49.
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Videre arbejde

De formelle undersggelser af de beregnbare aspekter ved Géardenfors’ metodologi er bestemt
ikke afsluttet med mine undersggelser. Mange vigtige spgrgsmal traenger sig pa.

I fgrste omgang ma det dreje sig om at fa afdeekket de preecise sammenhaenge mellem
den beregnbare AGM-metode og beregnbare metoder uden metodologiske krav i alminde-
lighed. De to satninger, der giver karakteristiker af de to metoder, er i forste omgang
ikke helt sammenlignelige, da kriterierne for identifikation er lidt forskellige. Yderligere
gives karakteristikken i det ene tilfeelde i Borel-termer, mens den i det andet gives i ar-
itmetiske. I denne sammenhseng kunne det veere interessant at fa en praecis analyse af
restriktiviteten af AGM-aksiomerne, som ikke gar via paradigmet for identifikation af r.e.
indekser. Ovenstaende resultat vedrgrende restriktivitet af AGM-aksiomerne ville vaere mere
veerdifuldt i den generelle model, hvor det ikke kun er r.e. indekser, der identificeres og r.e.
meengder, som antages som baggrundsviden.

I anden omgang ma det handle om at formulere nogle nye aksiomer for Géardenfors’
metodologi. Aksiomer, som ikke kun beskriver AGM-metodens opfgrsel i det tilfeelde, hvor
dataen sa at sige kommer konsistent ind. Jeevnfgr min diskussion af AGM-modellen ser
jeg dette som en vanskelig opgave. Men i arbejdet med udarbejdelsen af nye formuleringer,
kunne kravene til opdateringen formuleres saledes, at disse i en efterfglgende analyse af
metoden kunne svaekkes. Derved kunne man klarleegge hvilke krav, der var arsag til eksem-
pelvis restriktivitet, og hvad der i givet fald skulle til af sveekkelser, for at fa en revideret
AGM-metode til at veere palidelig. I den nuveerende model anser jeg det for sandsynligt,
at en fuldsteendig metode kan opnas, ved at sveekke kravet om data retention til et krav
om lokal konsistens, hvilket er et noget svagere krav. I et ambitigst og matematisk tungt
projekt ville nye aksiomer blive formuleret inden for den rekursive deskriptive maengdelzere.

Slutteligt ville det veaere interessant at fa undersggt, hvorledes AGM-metoden relaterer
sig til andre belief revision metoder med hensyn til palidelighed. Kelly sammenligner i
artiklen [Ke98] en raekke forskellige metoder fremsat af blandt andre Spohn og Pearl og far
en rackke generelle strukturligheder og -forskelligheder frem. En undersggelse i den stil med
hensyn til AGM-aksiomerne ville have vigtige metodologiske implikationer.
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