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Abstract

Denne rapport tager udgangspunkt i Hilberts program, der blev fremsat i 1925 som reaktion pa
den matematiske grundlagskrise omkring ar 1900. Programmet skulle sikre matematikkens grundlag
en gang for alle gennem et absolut konsistensbevis for hele matematikken. Til forméalet udviklede
Hilbert den formelle metode bevisteorien, der skulle formalisere matematikken, sa der kunne gives
et konsistensbevis udelukkende med metoder, som selv intuitionister ikke kunne afvise. Kurt Godel
fremsatte i 1931 sine ufuldstaendighedssaetninger, der kuldsejlede Hilberts program og efterlod
bevisteorien tilsyneladende magteslgs. Godel viste, at et formelt system indeholdende mindst en
formalisering af teorien for de naturlige tal ikke kunne vise sin egen konsistens. Allerede i 1936 gav
Gerhard Gentzen, pa trods af ufuldsteendighedsssetningerne, et konsistensbevis for teorien om
de naturlige tal. Til at vise konsistensen af det formelle system brugte Gentzen, i overensstemmelse
med ufuldsteendighedssaetningerne, redskaber, der ikke lod sig formalisere i systemet selv. Disse
redskaber kunne dog begrundes konstruktivt ved en uformel argumentation, hvilket gjorde beviset
palideligt. Man har siden fort id,erne videre og givet konsistensbeviser for store dele af teorien for
de reelle tal. I rapporten gennemgas Gentzens konsistensbevis og det behandles, hvordan beviset
omgar Godels ufuldsteendighedssaetninger.

This report begins with a survey of Hilbert’s programme, which was introduced in 1925
as a reaction to the crisis regarding the mathematical foundation around the year 1900. The pro-
gramme was meant to secure the mathematical foundation, once and for all, through an absolute
consistency proof of all mathematics. For this purpose, Hilbert developed the formal method of
proof theory, which was meant to formalize mathematics in order to give a consistency proof
exclusively based on methods that even intuitionists could not reject. In 1931 Kurt Godel intro-
duced his incompleteness theorems, which stranded Hilbert’s programme and left proof theory
apparently powerless. Godel showed that a formal system containing at least a formalization of
the theory of natural numbers, could not prove its own consistency. As early as in 1936 Gerhard
Gentzen, in spite of the incompleteness theorems, proved the consistency of the theory of natural
numbers. In order to prove this, Gentzen only used tools which could not be formalized inside the
system itself, in agreement with the incompleteness theorems. Nevertheless these tools could be
justified constructively by an informal argumentation, which made the proof reliable. Since then
these methods have been developed making it possible to give consistency proofs of a large part of
the theory of real numbers. In this report we examine Gentzen’s consistency proof and discuss how
this proof circumvents Godel’s incompleteness theorems.
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Indledning

I en undersggelse af matematikken og dens grundlag er teorien om beviser og bevisfgrelse et naturligt
og grundlaeggende redskab. De feerreste matematikere, uanset filosofisk anskuelse, vil bensegte, at
en vigtig del af matematikken er at forsta beviser, deres antagelser og konsekvenser. Derfor vil en
grundlagsmeessig undersggelse involvere en metode til at formalisere beviser og undersgge deres
strukturer. Dette er bevisteori og samtidig emnet for denne rapport.

Bevisteorien er udviklet inden for de sidste 80 ar. David Hilbert (1862-1943) var den forste, der
begyndte at arbejde med bevisteori, og i det folgende vil vi kort beskrive baggrunden for dette.

Matematiske problemer omkring arhundredeskiftet

I Igbet af det 19. arhundrede kom man pa flere omrader til nogle fundamentalt nye erkendelser om
matematikken. Inden for analysen blev infinitesimalregningen videreudviklet og givet et stringent
grundlag af Karl Weierstrass (1815-1897), og i slutningen af arhundredet grundlagdes meengdelseren
af Georg Cantor (1845-1918). Flere hundrede ars forgaeves forsgg pa at bevise Euklids parallel-
aksiom resulterede i de ikke-euklidiske geometriers opstaen, og man indsé, at der ikke fandtes ,n
sand geometri. Mange af de erkendelser, man naede til, havde deres oprindelse i problemer med at
handtere det uendelige.

I ar 1900 holdt Hilbert et foredrag i Paris pa en international kongres for matematikere, hvori
han redegjorde for de, ifglge ham, 23 vigtigste og mest patreengende ulgste problemer inden for
matematikken.! De to problemer, Hilbert nsevnte fgrst, er begge matematiske grundlagsproblemer:

e Et bevis for Cantors kontinuum hypotese. Ifglge kontinuum hypotesen findes der ikke en
(uendelig) maengde indeholdende flere elementer end de naturlige tal og samtidig feerre end
de reelle.?

e Et bevis for konsistensen af aksiomerne for de reelle tal.?

Imidlertid viste sig ogsa andre problemer, end de af Hilbert naevnte. Bertrand Russell (1872-1970)
offentliggjorde i 1903 i tidsskriftet The Principles of Mathematics et paradoks inden for Cantors
naive meengdelsere.*

Russells paradoks
Som en illustration af paradokset definerer vi en maengde R som maengden af de maengder, der ikke

!Foredraget er udgivet i en engelsk overseettelse [HILBERT, 1902].

2Problemet er lgst af Kurt Godel (1906-1978) og Paul J. Cohen (1934 ). Godel viste i 1937, at laegges kontinuum
hypotesen til maengdelaerens aksiomer, sendres konsistensen af disse ikke. I 1963 viste Cohen, at laegges hypotesens
negation til aksiomerne, sndres konsistensen heller ikke. Problemet er saledes uafggrligt i forhold til maengdelseren
[BELL & MACHOVER, 1977; pp. 490].

3Dette problem er ikke endeligt afklaret. Ved hjelp af metoder i stil med den brugt i kapitel 4 har man givet
konsistensbeviser for store dele af teorien om de reelle tal. Hilbert kaldte igvrigt aksiomerne for de aritmetiske
aksiomer.

4[VAN HELJENOORT, 1967).



er element i sig selv. Hvis meengden R er element i R, er den derfor en maengde, der ikke er element
i sig selv. Men hvis R ikke er element i R, er R netop en maengde, der er element i sig selv. Sa R
er element i sig selv, hvis og kun hvis R ikke er element i sig selv, hvilket er en selvmodsigelse.

Russells paradoks var blot et ud af en rsekke paradokser, der havde deres oprindelse i den
naive meengdelzere.® Paradokserne havde det til felles, at et objekt besidder en egenskab, og at
definitionen af objektet samtidig afheenger af egenskaben.

Paradokserne var, sammen med den generelle udvikling af matematikken i det 19. arhundrede
(iseer inden for integralteori og fourieranalyse), medvirkende til, at man ved indgangen til dette
arhundrede stod med en del problemer omkring matematikken og dens grundlag. Man taler om
matematikkens grundlagskrise. Som vi vil beskrive i det fglgende, blev der givet tre overordnede
bud pa, hvordan denne krise kunne afhjzelpes.”

Logicismen

I veerket Principia Mathematica (1910-1913) formulerede Russell og Alfred N. Whitehead (1861
1947) logicismens program — deres bud pa en lgsning af matematikkens grundlagskrise, sa
eksempelvis Russells paradoks kunne undgéas. Til dette skulle logikken fastslas som veerende matem-
atikkens grundlag. Her byggede Russell og Whitehead videre pa Gottlob Freges (1848-1925) arbe-
jde med logikken.® Russell og Whiteheads tese var, at matematik er en del af logikken. P4 denne
baggrund var logicisternes mal, at de matematiske begreber skulle defineres ved hjalp af logiske
begreber, og at alle matematikkens saetninger skulle deduceres alene ud fra logiske aksiomer. De
logiske aksiomer i Principia Mathematica matte ikke udtrykke andet end selvindlysende sandheder.
Kunne al matematik deduceres ud fra disse aksiomer, kunne den ikke opfattes som andet end sand.

Der var imidlertid alvorlige problemer med programmet. Anlsegges en anvendelsesmaessig be-
tragtning var systemet, grundet en veldig kompleksitet, uoverskueligt og disponeret for regnefejl,
og dermed ikke seerligt brugbart.? Som Henri Poincar, (1854-1912) udtrykte det:

>0n the contrary, | find nothing in logistic for the discoverer but shackles. It does not help us at
all in the direction of conciseness, far from it; and if it requires 27 equations to establish that 1 is a
number, how many will it require to demonstrate a real theorem?< [BELL & MACHOVER, 1977; p. V].

Den reelle arsag, til at logicismens program ikke kunne fuldfgres, var, at de oprindelige in-
tentioner ikke holdt. Det var ngdvendigt at indfgre ikke-logiske aksiomer!'® for at opna en brug-
bar matematik. Logikken var ikke steerk nok til at kunne omfatte hele matematikken. Russell
og Whiteheads program havde dog stor betydning for logikkens udvikling, da det gav den farste
gennemtaenkte formalisering af logikken.

Intuitionismen

En anden vej ud af grundlagskrisen blev givet af intuitionisterne. Intuitionismen blev grundlagt af
L. E. J. Brouwer (1881-1966), som ikke var af den opfattelse, at den klassiske logiks regler havde en
absolut gyldighed, uatheengigt af den situation de blev anvendt pa. Brouwer mente, at de naturlige
tal — som det eneste — var givet ved en fundamental intuition som udgangspunkt for al matematik.
Matematikken skulle baseres konstruktivt pa de naturlige tal, dvs. intet matematisk objekt kunne

5 Af andre paradokser kan nsevnes Cantors og Richards paradokser. For en gennemgang se [KLEENE, 1952; pp. 36].

5En sadan definition kaldes impraedikativ.

"Se igvrigt [KLEENE, 1952; pp. 43].

8 Die Grundlagen der Arithmetik fra 1884 og Die Grundgesetze der Arithmetik fra 1893 (bind 1) og 1903 (bind 2).

9Det har i dag ikke nogen umiddelbar konsekvens for programmet, da computere kan regne systemet efter for
regnefejl.

10F eks. aksiomet, der pastar eksistensen af en uendelig maengde.



anses for meningsfuldt eller eksisterende, med mindre det var givet ved en konstruktion ud fra de
naturlige tal i et endeligt antal skridt. For at vise objektets eksistens ville det altsa ikke veaere nok
at vise, at en antagelse om ikke-eksistens af objektet ville fore til en modstrid.

For intuitionister er mange standardbeviser i klassisk matematik ugyldige. Et eksempel er et af
den klassiske logiks principper, det udelukkede tredjes princip, som i sin generelle form udtrykker,
at for enhver formel a geelder enten « eller formlens negation —«. Brouwer accepterede ikke dette
princip for uendelige maengder af objekter, da et udsagn om objekter i en sadan mengde (i form
af en formel) vil kunne vaere uafgorligt, dvs. hverken formlen eller dens negation vil geelde.

Bevisteori og metamatematik

Hilbert gav med sin metamatematik, eller bevisteori som vi ogsa kalder det, en tredje vej ud af
grundlagskrisen. Hilbert mente, at det grundlaeggende problem inden for matematikken var uende-
lighed. For at fa klarlagt problemernes omfang — og deres lgsning — udviklede han sin bevisteori,
som var det nyskabende i det program, han stillede op til sikring af matematikkens grundlag.

I perioden fra ca. 1925 til 1940 var udviklingen af bevisteorien praeget af iseer tre indleg. Forst
fremseettelsen af Hilberts program, dernzest arbejder af Kurt Godel (1906-1978) og sluttelig resul-
tater opnaet af ,;n af Hilberts egne elever Gerhard Gentzen (1909-1945). Mange betragter beviste-
orien som afsluttet efter Godels arbejde. Efter vores overbevisning er dette ikke tilfeeldet, hvorfor
vi i rapporten fremhaever Gentzens arbejde, der ofte negligeres i grundlagsmeessige diskussioner.
Det er primeert disse tre indleg, denne rapport omhandler. I det fglgende giver vi derfor en kort
introduktion til hvert af de tre indlaeg, hvorfor vi forst praesenterer nogle af bevisteoriens begreber
uformelt.

Bevisteoretiske begreber
Et formelt system bestar af nogle aksiomer og slutningsregler. Metoder til at studere et sadant
system bevisteoretisk er at undersgge fuldstaendighed og konsistens af systemet. Et system er
konsistent, hvis og kun hvis det geelder for alle formler «, der kan bevises inden for systemet, at -«
ikke ogsa kan bevises. Vi siger, at systemet er fuldstaendigt, hvis og kun hvis det for alle formler o
geaelder, at av eller —a kan bevises. En formel, der ved endelige slutninger kan udledes fra aksiomerne,
siges at vaere beviselig. Saledes vil en satning, der viser et systems konsistens, veere en ssetning,
der siger, at hgjst et vist antal formler er beviselige, mens en seetning om fuldsteendighed siger, at
mindst et vist antal formler er beviselige.

En vigtig bestanddel af Hilberts program er formaliseringen af systemer. I denne forbindelse er
to begreber helt centrale, nemlig syntaks og semantik. I en syntaktisk behandling af formelle sys-
temer og udtryk fra disse undersgges udelukkende den tilladte kombination af systemets symboler,
uafheengig af enhver fortolkning af symbolerne. Bevisteoretiske metoder er dermed syntaktiske. Ind-
en for semantikken behandles derimod den mening symbolerne — og dermed hele udtryk — tilleegges
i forbindelse med en fortolkning.

Hilberts program
Hilberts klare mal var at forsvare, hvad han kaldte for Cantors paradis, som omfattede brugen af
uendelige meengder. Mange af tidens fgrende matematikere, bla. Brouwer og Hermann Weyl (1885
1955), havde — som fglge af paradokserne — afvist hele Cantors meengdelaere og dermed den klassiske
matematik. Dette var ifglge Hilbert en vanvittig konsekvens at drage, og han fglte det som sin helt
store opgave at drive Brouwer og de andre radikalister tilbage i folden. Hilberts skarpe reaktion skal
ses i lyset af, at mange af de resultater, han havde opnaet respekt for i arene fgr fremseettelsen af
sit program, var ikke-konstruktive og dermed ikke acceptable for intuitionisterne.!’ For at forsvare
den klassiske matematik og dens grundlag var det helt centralt at fa klarlagt og retfserdiggjort

' [SMORYNSKI, 1977; p. 822].



matematikkens brug af det uendelige. Her skelnede Hilbert mellem det potentielt uendelige og det
aktuelt uendelige.

Det potentielt uendelige er ikke det uendelige selv, men betragtes som noget 'gaende mod’
uendelig. Som sadan forstas det potentielt uendelige som en grzense. Betragtes konstruktionen af
fglgen af de naturlige tal 1, 2, 3,... som en proces gaende mod uendelig, er fglgen 1, 2, 3,... ikke
et afsluttet objekt — det er en potentiel uendelighed. Opfatter vi derimod maengden af de naturlige
tal N som en afsluttet maengde, taler vi om en aktuel uendelighed. Det sidste kan veere sveert,
maske umuligt, at forestille sig; Hilbert mente, at der ikke noget sted i den fysiske verden findes
noget, der korresponderer til den aktuelle uendelighed. Ikke desto mindre var det bla. maengden af
de naturlige tal, som en afsluttet maengde, Cantor gjorde brug af i sin konstruktion af de transfinite
ordinal- og kardinaltal, og det var Hilberts mening at retfeerdigggre denne brug. Dertil opstillede
han sit tre-punkts program:

1. Det fgrste trin bestod i at isolere den ‘finite’ del af matematikken, som indbefatter umiddel-
bart meningsfulde udsagn og finite bevismetoder. Dette er den uproblematiske del af matem-
atikken. Men Hilbert var ikke eksplicit med, hvad han mente med dette. Dog skrev han, at
det i den finite matematik ikke var tilladt at ggre brug af en aktuel uendelighed.!?

2. Det andet trin bestod i at aksiomatisere og formalisere hele matematikken, indeholdende
den aktuelle uendelighed, i ,t stort system. Dette store system skulle bla. indeholde hele den
klassiske logik, teorien for de naturlige tal, udvalgsaksiomet samt de teellelige transfinite or-
dinaltal. De satninger, som ikke kunne udtrykkes i den finite del af matematikken, og dermed
matte bygge pa en aktuel uendelighed, kaldte Hilbert for idealssetninger, der udelukkende
skulle behandles syntaktisk — og dermed bevisteoretisk — uafhaengigt af enhver semantisk
betydning.

3. Det tredje og sidste trin bestod i at give et finitistisk konsistensbevis for hele det store system.
Hilbert ville saledes godtggre brugen af den aktuelle uendelighed, herunder Cantors paradis,
udelukkende med argumenter fra den sikre og indiskutable del af matematikken, nemlig den
finite del.

Konsistensbeviset under punkt 3 skulle veere et absolut konsistensbevis — systemet skulle kunne
bevise sin egen konsistens. Den anden type af konsistensbeviser er relative beviser, der viser
konsistensen af et system under forudseetning af konsistensen af et andet. Hilbert havde i 1899 i
Grundlagen der Geometrie algebraiseret den Fuklidiske geometri, dvs. beskrevet alle egenskaber i
geometrien ved aksiomer udtrykt i teorien om de reelle tal. Han gav dermed et relativt konsistens-
bevis for den Euklidiske geometri, da geometrien ifglge dette resultat er konsistent, hvis teorien
om de reelle tal er det. Det havde indtil da ikke veaeret muligt at give et konsistensbevis for teorien
om de reelle tal. For at kunne sikre matematikkens grundlag ;n gang for alle, straebte Hilbert i sit
program derfor mod et absolut konsistensbevis for den klassiske matematik.

Disse tanker, som Hilbert formulerede i slutningen af 1920’erne,? lyder jo tiltalende, men i 1931
viste Godel .n gang for alle, at Hilberts program (i sin oprindelige form) ikke kan realiseres.

Godels ufuldsteendighedssaetninger
Godels artikel sber formal unentscheidbare S,tze der Principia Mathematica und verwandter Sys-
teme I fra 1931 slog i forste omgang benene veek under Hilbert og hans tilhesengere. Godels
resultat var kort fortalt, at et formaliseret system S, der indeholder teorien om de naturlige tal,

2Man er i nyere fortolkninger af Hilberts program blevet enige om, at Hilberts finite matematik svarer til det, der
kaldes den primitive rekursive aritmetik (PRA). Dette uddybes i appendiks C.

'3[HILBERT, 1925] og [HILBERT, 1927].

14[GODEL, 1931].



ikke med argumenter fra S selv kan bevise konsistensen af S. Hilberts program var uopnaeligt.
Formuleret lgst ser Godels ufuldsteendighedssaetninger ud som fglger:

Forste ufuldstendighedssaetning.
Lad S veere et formelt system, som indeholder teorien om de naturlige tal. Da eksisterer der en
formel «, der haevder sin egen ubeviselighed, og hvorom det gaelder:

e Hvis S er konsistent, sa kan « ikke bevises i S.
e Hvis S er konsistent, sa kan —« ikke bevises i S.

Dermed er ethvert system indeholdende de naturlige tal ufuldsteendigt.

Anden ufuldstendighedssaetning.
Lad S vere et formelt system indeholdende teorien om de naturlige tal. Man kan i systemet for-
mulere en formel, der udtrykker konsistensen af S selv. Lad Kong veere en sadan formel. Da geelder
det, at

Kong kan ikke bevises i S.

Hvis vi vil fgle os helt overbeviste om, at formelle teorier ikke indeholder en modstrid, ma vi give
et konsistensbevis i en eller anden form. Men den anden ufuldsteendighedsseetning forteeller os, at
et absolut konsistensbevis for hele den klassiske matematik givet inden for de rammer, Hilbert
satte op, ikke kan gives, da Hilberts system indeholder teorien om de naturlige tal. For hvis vi ikke
kan bevise den absolutte konsistens af idealmatematikken ved brug af idealmatematikken, hvordan
skulle vi sa& kunne bevise den udelukkende ved brug af den finite del? Og kan der overhovedet
skabes absolutte konsistensbeviser?

I begyndelsen af 1930’erne gav Godel udtryk for det synspunkt, at det var muligt, at der
fandtes argumenter i forbindelse med konsistensbeviser, der ikke lod sig formalisere, hvorved den
anden ufuldsteendighedssesetning kunne omgas. Gentzen arbejdede videre med denne id,, og i 1936
kunne han preaesentere sit konsistensbevis for Peano-aritmetikken, den aritmetik som grundlagdes
med Giuseppe Peanos (1858-1932) aksiomer — teorien om de naturlige tal.'®

Gentzens konsistensbevis for Peano-aritmetikken
Gentzens udgangspunkt var, at der matte veaelges noget uden for systemet, som kunne benyttes
til at vise konsistensen. Gentzen valgte at udvide induktionsbegrebet saledes, at det ikke leengere
udelukkende var tilknyttet de naturlige tal, men var en del af Cantors transfinite tal, som er en
udvidelse af de naturlige tal. Gentzen kunne begrzense sig til de ordinaltal, der kan repraesenteres
konstruktivt.

Det afggrende og nyskabende ved beviset er ikke, at det viser konsistensen af Peano-
aritmetikken, da ingen betvivler dennes konsistens, men selve det, at beviset kan gives, lgser op for
det umiddelbart definitive ved Godels anden ufuldsteendighedssaetning.

Problemformulering

Pa baggrund af denne viden har vi stillet os selv spgrgsmalet:

e Hvordan kan der efter Godels ufuldsteendighedssasetninger alligevel tales om finite konsistens-
beviser for systemer, som indeholder teorien om de naturlige tal?

Gennem en besvarelse af dette spgrgsmal er det rapportens formal at belyse en problemstilling
inden for matematikken, vi opfatter som nedprioriteret.

15Peanos aksiomer findes i appendiks A.



I projektet har vi valgt ikke at anlsegge en udpreeget historisk synsvinkel, men derimod en mere
teknisk synsvinkel med fokus pa resultaterne og metoderne. Vi har primeert anvendt engelske over-
seettelser af de originale kildetekster i et samspil med moderne fortolkninger af disse. Den forste
type tekster giver en praesentation af forfatterens intentioner, der ofte er praeget af dels, at forfat-
teren har skullet leegge vaegt pa at begrunde og uddybe sine id,er grundigt, dels af, at begreberne
ikke endeligt har taget en klar form, hvorfor originalteksterne til tider kan virke uklare. Vi har set
det som en fordel at stifte bekendtskab med originalteksterne, inden de moderne fortolkninger er
blevet laest. Vores sekundaere kilder har vaeret teknisk klarere end originalteksterne og har kunnet
tage en historisk udvikling og begrebsdannelse i betragtning.

Malgruppe og lasevejledning

I arbejdet med dette projekt har det veeret ngdvendigt for gruppen at seette sig ind i en del af
matematikken, der normalt ikke undervises i pa RUC, og som kun f& matematikere kender til pa
andet end et overordnet plan. Det har derfor ikke vaeret muligt for os bade at vaenne os til en ny og
abstrakt tankegang og samtidig forma at formidle denne viden pa en made, sa vi selv ville kunne
have forstaet den for projektets start. Vi har af denne grund vaeret ngdsaget til at henvende denne
rapport til studerende og leerere inden for matematikfaget, der har interesse for abstrakt matematik
og logik. Det er en fordel for forstaelsen af rapporten at besidde kvalifikationer svarende til, hvad
der gennemgas i IMFUFAs emnekreds 7 (matematikkens grundlag).

I det fglgende vil vi gennemga rapportens indhold for at give et overblik over, hvordan den
enkelte laeser kan bruge rapporten. Vi vil desuden for hvert kapitel angive, hvilken litteratur vi
primeert har anvendt for pa denne made at henvise den interesserede lzeser til yderligere uddybning
af emnerne.

e Kapitel 1 indeholder en overordnet og uformel gennemgang af id,erne og filosofien bag Hilberts
program. Vi gennemgar formalet med de enkelte dele af programmet, hvorledes det sggtes
opfyldt og diskuterer kort i hvilken udstraekning, det lykkedes for Hilbert at lgse de problemer,
der var arsag til opstillingen af programmet. I dette kapitel er anvendt [HILBERT, 1925] og
[HILBERT, 1927].

e Kapitel 2 prasenterer de begreber, der er ngdvendige for forstaelsen af kapitel 3 og iseer
kapitel 4. Vi opbygger et 1. ordens sprog og opstiller to kalkyler inden for dette. For kalkylerne
definerer vi de gaeldende syntaktiske regler og den semantiske tolkning af disse. Bla. defineres
begreberne fuldsteendighed og konsistens til senere brug i Gentzens bevis. I dette kapitel er
anvendt [BELL & MACHOVER, 1977], [TAKEUTI, 1987] og [GENTZEN, 1935].

e Kapitel 3 viser, hvorledes Peanos aksiomer kan formaliseres inden for en af de i kapitel
2 definerede kalkyler. Herefter beskriver vi de primitive rekursive funktioner og praesen-
terer Godels to ufuldsteendighedssaetninger. I dette kapitel er anvendt [KLEENE, 1952],
[KLEENE, 1986], [SMORYNSKI, 1977] og [GODEL, 1931].

e Kapitel 4 indledes med en rekursiv repraesentation af ordinaltallene, hvorefter vi gennemgar
argumenterne og gangen i Gentzens bevis, herunder tildeling af ordinaltal og reduktion pa
beviser i Peano-aritmetikken. I dette kapitel er anvendt [TAKEUTI, 1987] og [GENTZEN, 1936].

e Kapitel 5 er en diskussion af fgrst Hilberts finitisme, dernaest betydningen af Gentzens kon-
sistensbevis for Hilberts program og sluttelig en kort gennemgang af nogle eksempler pa,



hvorledes tankerne i Hilberts program viser sig i moderne bevisteori. I dette kapitel er an-
vendt artiklerne [STEG, 1988], [SIMPSON, 1988] og [FEFERMAN, 1988].16

e Endelig indeholder rapporten et appendiks med Peanos aksiomer for de naturlige tal, og
et appendiks hvori den maengdeteoretiske konstruktion af ordinaltallene beskrives. I disse
er benyttet [BELL & MACHOVER, 1977]. Til sidst et appendiks om den primitive rekursive
aritmetik, hvor vi benytter [TAKEUTI, 1987].

6 Alle tre artikler er bidrag til et symposium afholdt om Hilberts program i 1985.






Kapitel 1

Hilberts program

I dette kapitel vil vi gennemga Hilberts program, som oprindeligt blev formuleret i 1925. Som naevnt
pracsenterede Hilbert i ar 1900 en rackke ulgste matematiske problemer.! Hovedforméalet med det
efterfolgende program var at skabe en basis for matematikken saledes, at de vigtigste af de naevnte
problemer, nemlig grundlagsproblemerne, kunne lgses. Dette ville give matematikerne mulighed for
igen at kunne beskaftige sig med det for Hilbert vaesentligste — at skabe resultater.

1.1 Intentionerne

Hilbert er af den opfattelse, at en stor del af problemet omkring matematikkens grundlag udsprang
af begrebet det uendelige. Samtidig mener han, at Cantors arbejde med og fastleeggelse af ak-
siomer for uendelige maengder har essentiel betydning for matematikken. Derfor er det Hilberts mal
gennem sit program at sikre matematikken og Cantors paradis:

>We shall carefully investigate those ways of forming notions and those modes of inference that are
fruitful; we shall nurse them, support them, and make them usable, wherever there is the slightest promise
of success. No one shall be able to drive us from the paradise that Cantor created for us.< [HILBERT,
1925; p. 376].

Hilberts udgangspunkt er — ligesom Russell og Whiteheads — at skal matematikkens grund-
lag sikres, ma man starte fra bunden og formalisere matematikken. Dette skal ggres pa en sadan
made, at enhver tvivl om definitioner, aksiomer og bevisformer fjernes. Inden for et givet system
skal ethvert udsagn om systemet kunne beskrives inden for det formelle sprog, systemet udtrykkes
i, og ethvert udsagn om systemet skal kunne udledes fra aksiomerne ved hjelp af formaliserede
bevisformer. Det Hilbert kalder bevisteori bestar i at formalisere alle matematiske udtryk og
udledningsmetoder og underkaste disse en undersggelse af gyldigheden af de benyttede bevisme-
toder. Dette er vejen frem for Hilbert:

>With this new way of providing a foundation for mathematics, which we may appropriately call
a proof theory, | pursue a significant goal, for | should like to eliminate once and for all the questions
regarding the foundations of mathematics ... < [HILBERT, 1927; p. 464].

Alle seetninger, som kan udtrykkes inden for det formaliserede sprog, skal kunne bevises eller
modbevises. Dvs. Hilbert kreever, at formaliseringen er fuldstaendig. Et af de udtryk, der séledes
skal kunne bevises, er et udsagn, der postulerer konsistensen af systemet. Dette udtryk vil sige
noget om systemets egenskaber; et sadan udsagn kaldes en metassetning, og det at arbejde med
sadanne satninger kalder Hilbert for metamatematik.

Listen er publiceret i [HILBERT, 1902].
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1.2 Finitisme

Det forste trin i programmet er at lokalisere de bevismetoder, som kan veere det sikre fundament,
som intet menneske kan veere i tvivl om gyldigheden af, og som derfor kan benyttes til at udlede de
vigtige metasaetninger. Id,en er saledes at indkredse en del af et matematisk system, en kerne, som
ingen kan veere i tvivl om gyldigheden af, og som man begraenser sig til at arbejde inden for, nar
man beviser de vigtige metassetninger om systemet. Hilbert er ikke preecis, nar han beskriver denne
finite kerne, men han naevner, at den udelukkende indeholder endelige strenge af symboler, det
veere sig seetninger, definitioner og beviser. Hilbert noterer, med slet skjult henvisning til Brouwer:

>So, for example, some stress the stipulation, as a kind of restrictive condition, that, if mathematics
is to be rigorous, only a finite number of inferences is admissible in a proof — as if anyone had ever
succeeded in carrying out an infinite number of them!< [HILBERT, 1925; p. 370].

Udtryk, der er tilladt inden for den finite kerne, kan opdeles i de kontentuelle sztninger og
de resterende finite satninger. De kontentuelle saetninger indeholder konkret matematisk viden og
kan tilskrives en sandhedsveerdi pa baggrund af deres indhold. Disse setninger indeholder saledes
ikke variable. De resterende finite saetninger er udtryk, som indeholder begreensede kvantorer over
variable, og som derfor i princippet kan opdeles i endeligt mange kontentuelle sstninger, og dermed
kontrolleres og tilskrives en sandhedsveerdi.?

1.3 Hilberts formalisme

Det naeste skridt i arbejdet mod den sikre matematik er formaliseringen af matematikken.

>When we are engaged in investigating the foundations of a science, we must set up a system
of axioms which contains an exact and complete description of the relations subsisting between the
elementary ideas of that science.< [HILBERT, 1902; p. 447].

En sadan formalisering skal ifglge Hilberts intentioner veere fuldsteendig, sa alle udsagn, som
kan formuleres om systemet, kan udtrykkes og bevises formelt.

Russel og Whiteheads veerk Principia Mathematica havde vist, at matematikken ikke kunne
funderes pa logik alene. Man er ngdt til at tilfgje systemet nogle ikke-logiske aksiomer, som beskriver
netop dette systems specielle egenskaber.

>Kant already taught — and indeed it is part and parcel of his doctrine — that mathematics has
at its disposal a content secured independently of all logic and hence can never be provided with a
foundation by means of logic alone ... something must already be given to our faculty of representation,
certain extralogical concrete objects that are intuitively present as immediate experience prior to all
thought.< [HILBERT, 1925; p. 376].

Hilbert veelger udover de logiske aksiomer at bygge sit formelle system til bevisteorien af ak-
siomer, der beskriver funktioner pa tallene og uendelige maengder.? Disse uendelige maengder skal
dog kun betragtes som et abstrakt begreb, der ikke ngdvendigvis har nogen realisering.*

2Man har senere praeciseret funktionerne som de primitive rekursive funktioner. Disse gennemgés i afsnit 3.2.1.

3[HILBERT, 1927; pp. 465].

‘Hilberts arbejde har inspireret til det, man senere har betegnet formalismen. Det er dog vigtigt at understrege, at
det ikke er Hilberts mening, at matematikeren kun skal arbejde inden for formelle systemer. Intuitionen er efter hans
mening et meget vigtigt og ngdvendigt redskab til udviklingen af nye resultater inden for matematikken, men sikringen
af resultaterne, og dermed hele matematikken, kraever en efterfglgende formalisering. Pa dette punkt adskiller Hilbert
sig altsa vaesentligt fra den senere udvikling inden for formalismen.
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1.3.1 Idealelementer og idealsatninger

En vigtig del af den kreative udvikling af matematikken kan veere et resultat af arbejdet med
idealelementer. Et idealelement er f. eks. det imaginsere tal 7. 7 er ikke et reelt tal, men kan
handteres algebraisk ved at benytte, at 2 = —1. Brugen af i inden for algebra sikrer eksempelvis
algebraens fundamentalssetning; at ethvert n’te grads polynomium kan oplgses i n faktorer. Et
idealelement er saledes ikke noget, der kan formuleres inden for det system, der arbejdes med, men
man kan benytte begrebet med gode resultater, uden at det kommer i modstrid med ssetninger,
som kunne udledes inden for systemet, for idealelementet tilfgrtes.

Hilberts id, er da at indfgre begrebet idealssetninger parallelt til idealelementer. Disse ideal-
seetninger kan veere saetninger, der omhandler eller inkluderer uendelige meengder, og de er saledes
hverken kontentuelle eller finite seetninger. De er abstrakte udtryk, som ligger inden for formalis-
men men uden for den finite kerne. Disse satninger skal ikke kunne resultere i nye finite seetninger,
som ikke allerede kan udledes ved brug af metoder fra den finite kerne. Den kreative udvikling
bestar da i, at man forst udleder setninger ved brug af idealseetningerne, og derefter viser, at det
kan ggres uden brug af disse. Pa denne made vil systemets palidelighed vaere sikret.

1.4 Konsistensbeviset

I stedet for at give en algoritme til at eliminere alle idealudsagn fra et givent bevis vaelger Hilbert
at give et konsistensbevis for hele det formelle system — fgrst det formelle system, der beskriver
teorien om de naturlige tal, og slutteligt et system, som skal kunne indeholde hele matematikken.
Hvis der kan gives et konsistensbevis for hele det formaliserede system udelukkende ved brug af
elementer fra den finite kerne, har man sikret, at idealssetningerne ikke resulterer i udtryk, der er
i modstrid med udtryk udledt inden for den finite kerne.

En sammenhang mellem begreberne sandhed, eksistens og konsistens giver Hilbert saledes:

>If the arbitrarily given axioms do not contradict each other through their consequences, then they
are true, then the objects defined through the axioms exist. That, for me, is the criterion of truth and
existence.< [BARWISE, 1977; p. 825].

Hvis der kan gives et konsistensbevis for et system, vil man kunne tillade sig at udlede bade
finite seetninger og idealseetninger fra systemet pa trods af, at det kun vil veere muligt at kontrollere
de finite szetninger. Hilbert sammenligner pa dette punkt matematikken med fysikken:

>Only certain combinations and consequences of the physical laws can be checked by exper-
iment — just as in my proof theory only the real propositions are directly capable of verifica-
tion.< [HILBERT, 1927; p. 475].

Et system er inkonsistent, hvis der findes en formel «, hvor bade a og -« kan bevises i systemet.
Et inkonsistent system karakteriseres ved, at alle formler kan bevises. I f. eks. teorien for de naturlige
tal kan formlen 0 = 0 bevises. En antagelse om inkonsistensen af teorien giver derfor, at 0 # 0 ma
kunne bevises. Hvis det kan vises, at formlen 0 # 0 ikke kan bevises inden for formaliseringen af
teorien om de naturlige tal, er beviset for konsistensen af systemet givet. Det faktiske bevis, for
at denne satning ikke kan bevises inden for systemet, sidestiller Hilbert nonchalant med maden,
hvorpa man gennem et modstridsbevis kan vise, at /2 er et irrationelt tal,’ og han mener, at det
dermed ikke vil veere et problem at skabe konsistensbeviset:

>The demonstration [that “0 # 0" is not a provable formula] can in fact be given, and this provides
us with a justification for the introduction of our ideal propositions.< [HILBERT, 1927, p. 471].

°[HILBERT, 1925; p. 383].
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1.5 Programmets resultater

Resultaterne af Hilberts arbejde med sikringen af matematikkens grundlag kan opstilles i forhold
til de 3 punkter, som programmet var delt op i:

e Indkredsning af systemets finite kerne. Hilbert fik aldrig selv preeciseret, hvad han
lagde i dette begreb. Man har senere formelt defineret Hilberts finitisme som det, der kan
udtrykkes ved hjeelp af en reekke regler, som beskriver den sakaldte simple primitive rekursive
aritmetik (se igvrigt appendiks C).

e Formaliseringen af systemet. Denne formalisering af matematikken har vist sig at vaere
yderst nyttig. Det er et veerktgj, som enhver matematiker benytter sig af. Vi vil i kapitel 2
beskrive en version af det formelle sprog, som bliver benyttet i dag. Denne formalisering vil
vi samtidig fa brug for i det videre arbejde med Hilberts bevisteori.

e Beviset for det formelle systems konsistens. Hilbert far aldrig givet konsistensbe-
viset, men hans arbejde med konsistensbeviser og afgraensningen af den finite kerne bliver
udgangspunkt for GOdels arbejde, som resulterer i de sakaldte ufuldsteendighedssaetninger.
Disse satninger slar fast, at det er umuligt at give absolutte konsistensbeviser for systemer,
der har samme omfang som Hilberts opstillede aksiomsystem.



Kapitel 2

1. ordens praedikatlogik

I dette kapitel opbygges et sprogligt og begrebsligt apparatur, der vil finde anvendelse i store dele
af rapporten. De matematiske systemer, som rapporten omhandler, er alle strukturer, bestaende
af et univers (domaene), hvorpa operationer og relationer virker. Som eksempler pa strukturer kan
naEvnes:

e Elementzer talteori (aritmetik) har som univers maengden af de naturlige tal N, operationerne
addition 4, multiplikation - samt relationerne efterfglger S og identitet =.

e Maxngdelzere kan karakteriseres ved et univers, der bestar af klassen! af alle meengder. Ele-
mentrelationen € og identitetrelationen = betragtes som de eneste basale relationer. Inklusion
C, der umiddelbart virker som en basal relation, kan udtrykkes ved elementrelationen, hvorfor
det ikke er ngdvendigt at indfsre C som basal relation.?

e Euklidisk geometri i planen har alle punkter og rette linier i sit univers. Af relationer er
blandt andet egenskaben at veere et punkt, egenskaben at vare en ret linie samt relationen,
der udveelger alle 3-tupler? (z,v, z), hvorom det geelder, at x,y og z alle er punkter pa samme
rette linie og y ligger mellem x og z.

Vi stiller et logisk sprog op, sa det er egnet til at beskrive systemer med en strukturopbygning. 1
dette sprog vil vi formulere to kalkyler, der som alle kalkyler kun bestar af syntaktiske definitioner
og regler. Den fgrste vi formulerer, er en logisk kalkyle, der afspejler tankerne i Hilberts program
omkring aksiomatisering af matematiske systemer. Kalkylen bestar primeert af aksiomer og siges
derfor at veere i Hilbertstilen. Som et bevisteoretisk instrument er en kalkyle i Hilbertstilen ikke
velegnet, hvorfor vi indfgrer Gentzens sekventkalkyle, der i hgjere grad afspejler dagligdags bevis-
metoder, til brug i resten af rapporten. Vi praesenterer Hilbert-kalkylen, da den efter vores mening
giver en god introduktion til begreberne syntaks og semantik. Gentzen-kalkylen har en anden funk-
tion, da den danner basis for rapportens konsistensbevis for aritmetikken.

I forbindelse med hver kalkyle indfgrer vi de syntaktiske og semantiske definitioner og viser
den semantiske fuldsteendighed af de to kalkyler. Som afslutning af kapitlet viser vi desuden akvi-
valensen mellem Hilbert-kalkylen og Gentzen-kalkylen.

Vi skelner mellem klasse og mezengde pa folgende made: En klasse er en samling af objekter. De klasser, der kan
veere indeholdt i en anden klasse, kaldes maengder.

X CYeVZ(Ze X = ZcY), hvor X og Y er maengder.

3En n-tupel betegner en ordnet maengde med n pladser.

13
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2.1 Sproget L,

I det fglgende vil vi beskrive de bestanddele, der udger et formelt sprog samt klarleegge, hvilke krav
vi ma stille til valg af formelt sprog, sa udsagn om strukturer kan udtrykkes.

En struktur, 4, kan opdeles i tre dele, hvor vi i hver del skriver de i sproget korresponderende
symboler op:

1. En ikke-tom klasse, der kaldes universet ¢/ (domeenet). Elementerne af dette univers kaldes
strukturens individer. Til at betegne en stgrrelse, der kan antage ,n eller flere af individerne
som sin veerdi, bruges en variabel. Variable betegnes i vores sprog med x,y og z til et
begraenset antal og x1,x9,...,x, til n variable.

2. Relationer pa universet. En n-ary relation pa U er en samling af n-tupler af elementer i U,
dvs. en del-klasse af U™, n > 1. En unary (1l-ary) relation pa U kaldes en egenskab, da den
udveelger alle de elementer i U, der opfylder den af relationen dikterede egenskab, hvilket er en
del-klasse af U. Som eksempler pa unary relationer kan naevnes 'z er et primtal’ og 2 | y (y er
et lige tal). Strukturens relationer virker pa universets individer, men udtrykt i sproget vil
det veere variable, der repraesenterer individerne. Identitetsrelationen = er en 2-ary relation
ligesom ordningsrelationen <, der udvaelger alle ordnede par (2-tupler) (u1,us), ui,us € U,
hvorom det geelder, at u; < us. Relationer kaldes ogsa praedikater, og i sproget betegnes de
med praedikatsymbolet P. Et n-ary praedikatsymbol skrives P(x1,xa, ..., Zy).

3. Operationer pa universet. En n-ary operation pa universet U er en funktion fra U™ til U,
n > 0. I aritmetikken er addition en 2-ary operation fra N2 ind i N, idet f(z,y) = = + ¥
definerer +. En 0-ary operation er en funktion fra 4°, dvs. {0}, til . Til enhver O-ary
operation hgrer derfor ;n bestemt funktionsveerdi. I vores sprog kaldes 0-ary funktionssymboler

for konstanter, ki, ko, ..., k,. Et symbol, der betegner en n-ary operation, kaldes et n-ary
funktionssymbol og betegnes f(x1,x2,...,x,).
Et funktionssymbol f(z1, ..., z,) kan skrives som et preedikatsymbol P(z1,. .., Zn, Tnt1), idet funk-

tionsveerdien for operationen svarende til f blot medtages som en ekstra variabel i relationen
svarende til P.* Eksempelvis kan den binzere operation f : N2 — N, f(z,y) = = + y omskrives
til en relation, der bestar af alle de 3-tupler (z,y, z), hvorom det geelder, at f(x,y) = z. Derfor
er funktionssymboler i princippet ungdvendige. Ved at bruge variable og funktionssymboler kan vi
rekursivt konstruere udtryk, der kaldes termer.

2.1.1 DEFINITION. Termer er den mindste klasse af udtryk i sproget opnaet ved

1. Enhver variabel, der ikke optraeder i forbindelse med andre symboler, er en term.
2. Hvis f er et n-ary funktionssymbol og t1,...,t, er n termer, sa er f(t1,...,t,) en term. [

Som vi neevnte ovenfor, kalder vi de O-ary funktionssymboler for konstanter. Det fglger heraf, at
konstanter er termer.
2.1.2 EKSEMPEL. ki, x, y, f1(k1,x), fa(z,y, f1(k1,x)) og f(ki, ks, ..., ky) er alle termer. I

Desuden har vi brug for logiske symboler: — (negation), A (konjuktion), V (disjunktion), =
(implikation), < (biimplikation), = (lighed), V (for alle) og 3 (der eksisterer). De forste fem kaldes

‘En n-ary funktion f er en klasse af (n + 1)-tupler, hvorom det geelder, at hvis ((z1,...,z.),y) € f og
((x1,...,zn),2) € f, s er y=z.
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konnektiver, = kaldes lighedssymbolet og de sidste to kaldes henholdsvis den universelle
kvantor og eksistenskvantoren.’

Nar et sprog indeholder termer, preedikatsymboler og logiske symboler, kan vi rekursivt danne
formler.

2.1.3 DEFINITION. Hvis P er et n-ary praedikatsymbol og ti1,...,t, er n termer, sa kaldes
P(ty,...,t,) en atomisk formel. Formler i sproget er da den mindste klasse af udtryk, der defineres
ved

1. Enhver atomisk formel er en formel.
2. Hvis a og ( er formler, sa er ~a, a A B, aV B, a = (3, a < (3, Vrxa og Jxa alle formler. [

2.1.4 EKSEMPEL. z = ki, y = x og y = ki er alle atomiske formler, idet = er et 2-ary
praedikatsymbol. Dermed ma

(@ = ki), Toly =) og Valy=x) = (y = k)
veere formler. Ud fra disse kan f. eks. formlen
(@ = k) A (Va(y = x) = (y = k1))
konstrueres. g

En intuitiv forstaelse af kvantorernes rolle i forhold til domeenet kunne veere fglgende: Nar
en variabel z optraeder i forbindelse med kvantorerne V og 3, er det underforstaet, at veerdierne
for i o gennemlgber hele U, hvorimod variable, der ikke forekommer i forbindelse med en
kvantor, blot kan tildeles en tilfeeldig veerdi fra universet. Formlen f(ki,k2) = y vil udtrykke
noget forskelligt alt efter om y har veerdien f(ki,ks) eller ej. Det er ikke umiddelbart muligt
at vide, hvilken veerdi y har, da denne information ikke er givet i formlen. I Vy(f(k1,k2) = )
kan alle elementer i U pa skift indsaettes i f(k1,k2) = y pa y’s plads, hvorved pastanden som
Vy(f(ki,ko) = y) udtrykker, i en vis forstand kan bestemmes.® Dette afstedkommer fglgende
skelnen:

2.1.5 DEFINITION. En variabel z, der forekommer i en del af en formel o pa formen Va3(x)
eller Jz((z) kaldes bundet i «. Hvis formlen « ikke indeholder x, er z ogsa bundet. En variabel,
der ikke optraeder bundet i en formel «, optraeder frit i a. O

2.1.6 EKSEMPEL. I Va(x = y) optreeder = bundet og y frit, hvorimod bade x og y optraeder
bundet i Vz(z = z). I Vz((z = y) A Jy(y = z)) = Jz(~(z = z)) optreeder z bundet de forste to
gange, y frit forste gang og z bundet. O

Formler, som ikke indeholder frie variable, kalder vi semantisk bestemmelige pastande. Formler,
der indeholder frie variable, udtrykker ubestemmelige pastande, indtil de tildeles en konkret veerdi
fra universet, hvorved de bliver bestemmelige.

2.1.1 Sprog med fzerre logiske symboler

I det ovenstaende har vi neevnt ialt fem konnektiver: —, A, V,= og <. Men ikke alle disse er
ngdvendige, og det viser sig, at i eksempelvis den klassiske logik kan praecis det samme udtrykkes ved

5Konnektivernes betydning og reglerne for manipulation med dem, ogsé kaldet udsagnslogik, ber lseseren veere
bekendt med pa forhand. En udferlig gennemgang findes i [BELL & MACHOVER, 1977; pp. 20].
SForskellen mellem de to formler er udtryk for det, der i msengdeleeren betegnes som abne og lukkede udsagn.
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brug af de to konnektiver = og =. Hvis sproget skal bruges til at beskrive en struktur indeholdende
klassisk logik, vil man normalt vaelge denne kombination, da disse konnektiver optraeder naturligt
pa vigtige steder i det, der kaldes logik i Hilbertstil.” Dette vil dog fremsta tydeligere i afsnit 2.2,
hvor en sadan logik formuleres.

e Formlen —(av = —(3) har samme betydning som « A (3, hvorved symbolet for konjuktion kan
elimineres fra vores sprog.®

e Formlen (—a = (3) har samme betydning som formlen «V 3, sa ogsa symbolet for disjunktion
kan elimineres fra sproget.

e Symbolet for biimplikation elimineres fra sproget, da formlen (o = ) A (f = «) har samme
betydning som a < f.

e Endelig kan vi udelade symbolet for eksistenskvantoren fra sproget, idet formlen —(Vx—a)
har samme betydning som formlen Jza.

Vi har valgt primeert at anvende den universelle kvantor, negationen og implikationen, mens vi
betragter de gvrige konnektiver og eksistenskvantoren som en slags forkortelses-notation. I visse
beviser udelader vi disse ikke-basale symboler for simpelhedens skyld.

Opsummering af sprogets symboler

Det sprog, vi har valgt at benytte, bestar af fplgende symboler:

e Variable: Bade frie og bundne variable betegnes z,y og z eller z1,xo,...,z, for n variable
og xg,T1,... for en uendelig fplge af variable.

e Konstanter: 0-ary funktionssymboler betegnes med ki, ks,...,k, for n konstanter og
ko, k1, ... for en uendelig fglge af konstanter.

e Termer: Skrives t1,to,...,t, for n termer og tg,%1,... for en uendelig folge af termer.

e Funktionssymboler: Et n-ary funktionssymbol udtrykkes f, eller f(t1,t2,...,t,) nar ter-
merne har en betydning i den sammenhaeng, som funktionssymbolet optraeder i. For n funk-
tionssymboler skrives fi, fo,..., fn.

e Praedikatsymboler: Et n-ary praedikatsymbol betegnes P, eller P(ty,ta,...,t,). For n
preedikatsymboler skrives Py, Ps, ..., P,.

e Lighedssymbol: Til at betegne identitetsrelationen bruges =.
e Formler: Symboliseres ved «, 8 og v eller ag, s, ..., ay.

e Logiske symboler: -, = og V.

e Forkortelsessymboler: V, A, < og 3.

e Hj=lpesymboler: Paranteser (,) og , (komma).

"Inden for intuitionistisk logik skal alle konnektiver og kvantorer medtages, idet argumenterne for, at antallet af
konnektiver kan reduceres, bygger pa antagelser, der ikke geelder i den intuitionistiske tankegang, f. eks. at « og
—(—a) er skvivalente.

8 Argumentet herfor er egentlig et semantisk argument, da ~(ae = =) er sand hviss « er sand og § er sand, hvilket
ogsa er tilfeeldet for formlen a A 3.
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2.1.2 Andre formelle sprog

Et system som det, vi netop har beskrevet, kaldes et formelt sprog af 1. orden, da variablene
kun kan lgbe over universets individer. Sproget betegner vi L. Det er i dette sprog, at 1. ordens
praedikatlogikken formuleres. Der findes imidlertid andre formelle sprog.

Sprog af 2. orden

Der findes sprog af hgjere orden end L. Et sprog af 2. orden indeholder udover det udstyr, et
1. ordens sprog besidder, en anden type variable, som ikke spsender over elementer i strukturens
univers, men derimod over delmaengder af U™, hvilket svarer til, at de nye variable lgber over
preedikater, der som tidligere nsevnt fortolkes som delmaengder. Derfor besidder et 2. ordens sprog
ogsa praedikatvariable.

Hvad er da argumentet for at anvende et 1. ordens sprog? Lad s veere en struktur, der beskrives
i et 2. ordens sprog og lad 4l; veere en struktur, der fas ud fra s pa folgende made: Universet af Ll
bestar af alle individer fra s plus alle maengder af individer fra {s. $;’s operationer er defineret
pa en sadan made, at nar de anvendes pa individer af iy, opfgrer de sig pa samme made som de
tilsvarende operationer i ;. Relationerne af 4y er relationerne af Uy plus to yderligere relationer:
egenskaben at veere et individ af Uy og som for neevnt elementrelationen. Pa denne made kan mange
egenskaber — men ikke alle — ved et 2. ordens sprog indfanges af et 1. ordens sprog. Fuldstaendigheden
af 1. ordens logikken, som vi vil vise senere i dette kapitel, kan vises, hvorimod der ikke kan vises
en fuldsteendighed af 2. ordens logikken.

2.2 En formulering af praedikatlogikken i Hilbertstil

Et formaliseret logisk system er grundleeggende karakteriseret ved et st aksiomer og slutningsre-
gler. Ved opbygningen af et system i Hilbertstil, skal systemet aksiomatiseres sadan, at aksiomerne
udtrykker sa mange karakteristika ved systemet som muligt. Gennem en formulering af aksiomer
i et formelt sprog formuleres systemets egenskaber. Strukturen ’Den klassiske matematiske logik’
formaliserer vi gennem aksiomer formuleret i sproget £1, der indeholder de logiske symboler —, =,V
og =. Enkelte steder benyttes de fire resterende logiske symboler, hvis det i det specifikke tilfaelde
saenker kompleksiteten eller letter forstaelsen. Det skal blot holdes in mente, at f. eks. dxa blot er en
kortere made at skrive —(Vax—a) pa, og at 3 dermed ikke er et basalt symbol i det sprog, vi formulerer
praedikatlogikken i. Ud fra aksiomerne kan nye seetninger genereres vha. n eller flere slutningsregler,
saledes at vi gennem £ kan udtrykke udsagn om strukturen 'Den klassiske matematiske logik’. Det
aksiomatiserede system sammen med slutningsregler udger en kalkyle, en syntaktisk maskine,
der kun bestar af aksiomerne samt de udtryk, der kan udledes af disse. Semantikken etablerer
forbindelsen mellem strukturen og de formler, vi har udledt i kalkylen, sa formlernes ’rigtighed’,
eller mere korrekt, formlernes sandhedsveerdi, kan efterprgves. Semantik handler om fortolkning af
kalkylen, og overvejelser derigennem giver en begrundelse for, at aksiomer og slutningsregler ser
ud, som de ggr. En logisk kalkyle sammen med en semantisk fortolkning udggr en formaliseret
matematisk logik.

2.2.1 Syntaks

Praedikatkalkylen H bestar af et antal aksiomer og ,n slutningsregel. I ,t af aksiomerne (V1) anvendes
en terminologi, der kreaever en definition.
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2.2.1 DEFINITION. «(x/t) betegner, at enhver fri forekomst af x i « substitueres med termen
t. Det siges, at t er fri for x i a, hvis x ikke forekommer i en delformel af «, der har formen Vy(,
hvor y forekommer i ¢. O

Hvis x optraeder i en delformel af «, der har formen Vy3, hvor y optraeder i ¢, kan der opsta
problemer, idet der findes variable i ¢, der ikke forekommer frit i . Hvis v har formen Vy(z = y)
vil a(z/t) 1 tilfeeldet, hvor t er y, blive a(x/y), hvilket svarer til Vy(y = y).

Det folger af definition 2.2.1, at hvis ¢ er fri for z i «a, vil a(z/t) indeholde frie variable, hviss
a ggr det.

Aksiomerne for H kan nu defineres.

2.2.2 DEFINITION. I det fglgende betegner «, 8 og v Li-formler, t og t; Li-termer og x en
variabel i £1. Som aksiomer for H valges alle £i-formler pa formen

1) (a=(B=7)=(a=p0)=(a=7))
(o= pB) = ((ra= -p) = a)

(v) Vz(a = 6) = (Vea = V)

(V1) Yxa = a(z/t). Det ma her kreeves, at t er fri for z i a.
(vir) t =t
(virr) t1 = tpe1 = -+ = bty = tan = f(t1,...,tn) = f(tny1,...,t2n), hvor f er et n’te grads
funktionssymbol.
IX) t) = ther = -+ = t, = to, = P(t1,...,tn) = P(tpe1,...,t2,), hvor P er et n'te grads
+ +
praedikatsymbol.

(x) Alle formler pa formen Vzj ...Vxpa, hvor k > 1 og « er et aksiom ifplge 1-1X. Dette kaldes
generalisering.” O

Aksiomernes betydning forstas bedre, nar de saettes i sammenhseng med slutningsreglen i H, der
ud fra to givne Lq-formler genererer en ny.

2.2.3 DEFINITION. Hvis de to Li-formler @ og o = [ er givet, sa kan ( sluttes herfra.
Slutningsreglen kaldes modus ponens (MP). O

1111 udggr aksiomerne i udsagnslogikken. Alle tre indeholder =, mens III er ene om at beskrive
egenskaber ved —. Antag, at o geelder. Brug af MP pa denne antagelse og aksiom 1 giver 5 = a.
I udtrykker saledes blot den egenskab ved =, at hvis « er givet, sa vil § = « fglge uatheengigt af
formen af formlen 3. Aksiom 11 udtrykker efter samme anskuelse, at givet a = (5 = 7) og o = f3
sa vil a = v fglge. Ud fra 111 fas, at hvis ~a = 8 og ~a = =0 er givet, sa kan vi, ved brug af
MP to gange, slutte . Aksiom 111 er Igst sagt en formalisering af modstridsbeviser. Vil vi vise en
formel, antager vi dens negation og viser, at dette fgrer til en modstrid. Hermed er formlen, som
vi ville vise, bevist. Iv—vI omhandler V-kvantoren. Givet Vxa og V(o = [3) folger ifplge 1v Vaf.
Dette aksiom minder om MP pafgrt V. Aksiom v udtrykker, at hvis « sa Vza, hvis z er bundet i
«. Hvis = optraeder frit i a, kan der opsta problemer som i fglgende eksempel.

2.2.4 EkKSEMPEL. Lad « veere formlen x = k;. Hvis « geelder, sa vil Vo(x = ki) ikke
ngdvendigvis geelde, da betydningen af Vz er ’for alle veerdier af x’. Vxa laeses i dette eksempel

9Bemaerk, at der her ingen restriktioner er pa 1 ... xg.
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for alle veerdier af z er x = kq'. Ul

Aksiom VI sikrer, at hvis Vza sa a(z/t), hvor ¢ er fri for x i a. Hvis ¢ ikke er fri for z 1 «
kan aksiomet ikke bruges, da en formel VacEIy(—'(x = y)) med y som t vil resultere i en formel
Jy(—(y = y)), der ikke geelder. Problemet har en analogi inden for integralregning, hvor der
ikke ma substitueres med den variabel, der samtidig fungerer som integrationsvariabel, hvilket
indikerer, at integrationsvariablen har samme status som en bundet variabel i preedikatlogikken.

viI-iX indfgrer lighed i kalkylen H. Praedikatkalkylen for et sprog £ uden lighed vil derfor
have aksiomerne 1-vI og X. Aksiom VIII symboliserer, at hvis der i et funktionsudtryk indssettes
termer, der er sekvivalente med dem, de erstatter, sa sendres funktionsveerdien ikke. Hvis ¢1 =
tngly-ooy tn = ton og P(t1,...,t,) alle geelder, sa vil relationen P(tp41,...,t2,) ifolge IX ogsa
geelde.

X udtrykker blot, at hvis aksiomerne er formler, der galder, sa vil de gelde for alle de variable,
sproget indeholder. De steder, hvor der kan opsta problemer med, om de variable er frie, bundne
eller om t er fri for z, er der i hvert enkelt af aksiomerne taget hgjde for dette.

Som det fremgar af ovenstaende pseudo-syntaktiske argumenter, er det sveert at retfeerdigggre
valget af netop disse aksiomer pa et udelukkende syntaktisk grundlag. Derfor ma valget af ak-
siomer blot betragtes som en definition, og aksiomerne I-xX sammen med MP ma betragtes som de
definitioner, der karakteriserer H.

Det er nu muligt at beskrive et bevis i H.

2.2.5 DEFINITION. Givet en maengde ® bestaende af L1-formler, da er et bevis en endelig fglge
af formler ¢1,..., ¢, hvor det om enhver formel ¢;, 1 < i < n galder, at

e ¢; er et aksiom, eller
e 9 € d, eller
e ¢; fas ved brug af MP pa to formler, der begge forekommer for ¢; i folgen.

I en folge af formler i et bevis er den sidste formel ¢,, blevet udledt fra ® i H. Det siges, at formlen
er blevet bevist ud fra ® i H, hvilket skrives ® g1 ¢,,. Formlerne i ® kaldes praemisser. Hvis en
formel kan udledes uden brug af preemisser i H, dvs. g ¢, er ¢, blevet bevist i H. O

Aksiomerne 1-X, slutningsreglen MP, samt ovenstaende bevisdefinition g kaldes samlet for en
1. ordens praedikatkalkyle. Alle £q-formler, der kan bevises i H, kaldes H-formler.

En saetning, der har stor praktisk veerdi i udledninger, er deduktionssaetningen, der kan
reducere omfanget af en udledning veesentligt.

2.2.6 SETNING. Lad ® veere en maengde af formler i £1 og «, 8 vaere L1-formler. Hvis @, a g G
sa by a= 0.

BEvis. Beviset for § ud fra ® og « er pa formen ~1,...,v,, sidledes at 7y, som sidste formel er
0.
I m
2 7

n v, (svarer til 3).

Ved induktion over k, 1 < k < n, vises, at for ethvert v vil ® Fg a = =g, hvis ¢, a Fg 7y, hvorfor
det specielt vil geelde for 7, og dermed f.

Antag, som induktionshypotese, at deduktionsszetningen galder for alle v,,, hvor m < k. Ud
fra denne hypotese viser vi, at hvis v, kan bevises fra ®, a, kan a = 7, bevises fra ®.
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Da ~; optraeder i et bevis (for sig selv), ma v veere ;n af fplgende muligheder:
e 7 er et aksiom i H.

e 7 var preemis i beviset for sig selv, dvs. enten 75 € @ eller v er a.

e 7 er opnaet ved MP pa to formler, der optraeder for v i udledningen.

I tilfeeldet, hvor ~x er et aksiom i H, kan a = 7, udledes.

1 % (da g er et aksiom)

2 w=(a=n) (1)

3 a= (MP pa 1 og 2).
Hvis v € ® kan fglgende bevises ud fra ®:

1 v (da 7% er en praemis)

2 = (a=w) ()

3 a=y (MP pa 1 og 2).

Hvis v er a, kan ~y; ikke som ovenfor indfgres som presemis, da vi skal vise, at ® g a0 = ~;
men ud fra den tomme maengde kan udledes:

I (= ((a=a)=a)= ((a=>(a=a) = (a=>a)) (@@hvor fer (0= a)ogyer a)
2 a=((a=0a)=a) (1 hvor S er (a = «))

3 (a=(a=a)=(a=a) (MP pa 1 og 2)

4 a=(a=a) (1)

5 a=a«a (MP pa 3 og 4).

Af denne udledning ses det, at for enhver formel o kan a@ = a bevises. Men da « er -y, ma vi
kunne udlede o = .

Sluttelig er der tilfeeldet, hvor ~, er opnaet ved MP anvendt pa to foregaende formler (i udled-
ningen af 7 selv ud fra ®, «). Hvis de to foregaende formler betegnes ~; og ~;, hvor 4,j < k, ma
7, veere pa formen 7; = g, saledes at MP pa «; og v; giver 7;. Da 4,5 < k ma ~; og vy, opfylde
induktionshypotesen. Dette betyder, at a = 7; og o = ; kan bevises. De vil derfor kunne indfgres

i et bevis fra ®.

1 a=y ind. hyp.)

2 a= (7= ")

(
(ind. hyp., hvor 7; har formen ~; = ;)
3 (a=(i=mw)=(a=7)=(@=n) @)
4 (a=v) = (a= ) (MP pa 2 og 3)
5 a= v (MP pa 1 og 4).

Vi har nu vist, at hvis deduktionsseetningen geelder for alle ~,,, hvor m < k, vil ssetningen ogsa
geelde for ~;. Det resterer at vise, at ssetningen gaelder for 1. Da ~;1 pr. definition er den forste
formel i udledningen af v; ud fra ¢, « kan v, ikke veere fremkommet ved MP. +; er derfor enten
et aksiom i H eller en preemis. I argumentationen for induktionstrinnet blev induktionshypotesen
kun brugt i forbindelse med tilfseldet, hvor v var opnaet gennem MP. Derfor er argumenterne for
~1 som aksiom og praemis preecis de samme som for v, hvorfor de ikke eksplicit gennemgas. ]

Hvis o = (8 gnskes udledt fra @, vil det saledes ifglge deduktionsssetningen veere tilstraekkeligt
at udlede § fra @, a, hvilket bade giver en preemis mere og en simplere formel at udlede.
2.2.7 EKSEMPEL. Det vises, at 3, -0 Fg a.!°

OResultatet i eksemplet vil der blive brug for i beviset for ssetning 2.2.19.
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1 (ra=p)= ((ra=-0)=a) (m)

2 g (den ene af praemisserne)

3 B=(~a=p) (1 med 8 som a og =« som f3)
4 -a=p (MP pa 2 og 3)

5 (ra=-f)=a (MP pa 1 og 4)

6 -0 (den anden af preemisserne)

7 0= (—a= —0) (I med = som « og —« som [3)
8 —a= -f (MP pa 6 og 7)

9 « (MP pa 5 og 8).

O
Udledningen i eksemplet viser, at man ud fra en formel og dens negation kan udlede en hvilken
som helst formel. Hvis der ud fra en mangde af L£i-formler ® kan udledes bade en Li-formel og
dens negation, er ® inkonsistent i H, da negationen af en formel betragtes som en modsigelse af
formlen selv. Hvis maengden ikke er inkonsistent, er den konsistent i H. Hvis den tomme maengde
er konsistent i H, siges det, at H er konsistent.

2.2.8 SETNING. En maengde af formler ® er inkonsistent, hviss det for enhver formel o gaelder,
at ¢ - a.

BEevis. Hvis ® er inkonsistent, vil der ifglge definitionen eksistere en formel 3, hvorom det
geelder, at ® kg B og ® g —6. Ifslge eksemplet ovenfor vil enhver formel kunne udledes af § og
—0. Af dette folger det, at ® Fyg « for enhver formel a. Omvendt, hvis alle formler kan udledes fra
&, vil ® i hvert fald kunne udlede o og =, hvorfor ® er inkonsistent. ]

Hvis der saledes kan findes en formel, som ikke kan bevises i H, er det vist, at praedikatlogikken
er konsistent.!! Problemet med denne metode er, at det er svaert at vide, om en formel ikke kan
bevises, da det er umuligt at efterprgve alle mulighederne for et eventuelt bevis. Men en konsistent
maengde er i besiddelse af fglgende egenskab:

2.2.9 SETNING. En maengde af formler ® er konsistent, hviss enhver endelig delmaengde af ®
er konsistent.

BEvVIS. Hvis en delmeengde af ® er inkonsistent, ma ® ogsa selv veere inkonsistent. Heraf fglger,
at hvis ® er konsistent skal enhver'? delmsengde af ® veere konsistent. Hvis ® er inkonsistent, ma
en formel og dens negation kunne udledes fra ® i et endeligt antal skridt. Derfor méa der veere en
endelig delmaengde af @, der er inkonsistent. Heraf fglger, at hvis enhver endelig delmaengde af ®
er konsistent, vil ® selv vaere konsistent. (]

2.2.10 SAETNING. Den tomme mengde er konsistent i 1. ordens praedikatlogikken. Heraf
folger, at 1. ordens praedikatlogikken er konsistent.

Vi viser ikke seetningen men ngjes med at anskueligggre et bevis. Et bevis for konsistensen af
1. ordens praedikatlogikken kan gives ved at vise, at hvis der findes en £i-formel «, sa bade o og -«
er H-formler, sa vil ikke blot preedikatlogikken, men ogsé udsagnslogikken'® vere inkonsistent.
Da praedikatlogikken er en konservativ udvidelse af udsagnslogikken, kan vi ngjes med at vise, at

HDet var denne egenskab ved et inkonsistent system, Hilbert gjorde brug af i id,en til sit konsistensbevis. Kunne
han blot vise, at en hvilken som helst formel (f. eks. 0 # 0) ikke kunne udledes, havde han vist, at systemet var
konsistent.

12Tkke ngdvendigvis endelig.

13Udsagnslogikken bestar af aksiom 1-111, slutningsreglen MP og har som eneste logiske symboler = og —.

1Se [BELL & MACHOVER, 1977; p. 114] for beviset.
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udsagnslogikken er konsistent. Dette involverer den sakaldte tableaumetode.!®

Tableaumetoden, der har mange lighedspunkter med Gentzens logiske kalkyle (gennemgas i
afsnit 2.3), kan blandt andet bruges til at vise, at en maengde af formler er inkonsistent. Et sadant
resultat ved brug af tableaumetoden gar dog via semantikken, som det naeste afsnit handler om.
Derfor undlader vi at komme ind pa de tekniske aspekter omkring metoden her. Metoden har
bla. den fordel, at den er nem og systematisk at bruge, samt at den inden for udsagnslogikken er
strengt konstruktiv, hvorfor den giver en garanti for at kunne afggre, om en meengde af formler er
inkonsistent eller ej. Et bevis for konsistensen af udsagnslogikken etableres nemt med tableauerne,
hvoraf det fglger, at 1. ordens preedikatlogikken ogsa er konsistent.

Vi vil dog i nzeste afsnit, gennem nogle semantiske argumenter, redeggre for at 1. ordens
praedikatlogikken er konsistent.'® Fgrst skal vi dog lige have nogle begreber omkring fuldstsendighed
preeciseret.

En maengde af L£i-formler ¢ er syntaktisk fuldstaendig i H, hvis det for alle £;-formler «
geelder, at a eller -« kan udledes af ®. Maengden ® er syntaktisk ufuldsteendig i H, hvis den
ikke er syntaktisk fuldsteendig. Egenskaber ved den syntaktiske ufuldsteendighed af Peano arit-
metikken undersgges med GOdels ufuldsteendighedssaetninger, der behandles i kapitel 3. Det er
normalt ikke den syntaktiske fuldsteendighed, systemer undersgges for, men derimod den seman-
tiske fuldsteendighed, der, pa trods af neesten samme navn, adskiller sig fundamentalt fra den
syntaktiske. Ft bevis af den semantiske fuldsteendighed af 1. ordens praedikatlogik afslutter naeste
afsnits semantiske gennemgang af praedikatlogikken.

2.2.2 Semantik

En semantisk behandling af sproget £; er at tilleegge enhver £i-term og L-formel mening, hvilket
gores gennem en sandhedstildeling af hver enkelt £i-formel. Sproget bruges til at beskrive struk-
turer, hvorfor det defineres, hvorledes £; ved en interpretation o fores over pa en given struktur

i
2.2.11 DEFINITION. Li-strukturen Y indeholder en ikke-tom klasse U, der kaldes struk-

turens univers. Til ethvert n-ary preedikatsymbol P(z1,...,zy,) i £1 horer der en afbildning, sa
P?(uy,...,up) er en delmeengde U™ og hvor u; € U. Ligeledes fores ethvert n-ary funktionssymbol
flxy,...,xpn) 1 Ly overi f7(ug,...,uy), der er en operation fra U™ til U, hvor u; € U. O

Det folger, som eksempler pa definitionen, at hvis P er et 1-ary praedikatsymbol, sa er P? en
delmaengde af U, og hvis f er et 0-ary funktionssymbol, dvs. en konstant, er f° et element i U.

Nar Lq-strukturen er defineret, resterer en enkelt procedure, fgr alle £i-formler kan tildeles
sandhedsveerdier. I afsnit 2.1 defineredes bestemmelige £1-formler som formler, der ikke indeholder
frie variable. Fgrste skridt mod at ggre L£i-formler, der er ubestemmelige, til bestemmelige formler
er ved at foretage en variabeltilskrivning. En variabeltilskrivning tildeler enhver fri variabel i
L1-formlerne et element i ¢/. Hvis x tildeles elementet uy i U, skrives 27 = u;.

Med dette giver det mening at skrive P7(uyp,...,up,) i 4 som P7(z{,...,z7) og tilsvarende
fo(ur,...,up) som fo(x9,...,z9).

Vi definerer nu en interpretation o af £ til at besta af £i-strukturen {f samt en variabeltil-
skrivning af £i-variable.

15En grundig beskrivelse af tableaumetoden findes i [BELL & MACHOVER, 1977; pp. 25].
16Beviset bliver pga. de semantiske definitioner ikke-konstruktivt, da V-kvantoren lgber over et uendeligt domaene.
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Tarskis sandhedsdefinition

Med interpretationen o kan vi rekursivt definere, hvorledes enhver £i-term tildeles en veerdi, idet
o gennem en variabeltilskrivning allerede har tildelt alle frie variable en vaerdi.
2.2.12 DEFINITION. Hvis f er et n-ary funktionssymbol i £; og t1,...,t, er Li-termer sa er
(f(tr, .- stn))? = f( Ta"'vt%)' O

Det ma antages, at afbildningen af funktionssymbolerne over i operationerne er udformet, sa
det for alle £i-termer ¢ geelder, at t9 tilhgrer U. U skal med andre ord veere lukket med hensyn til
enhver operator.'”

Med denne definition er alle L£i-formler bestemmelige under en interpretation, og der er nu
basis for at tildele alle £i-formler en sandhedsveerdi. Der skelnes i det folgende mellem to sand-
hedsverdier; sand, der betegnes T, og falsk |.'® Enhver £;-formel tildeles derfor enten veerdien
T eller L, og vi definerer kun den semantiske betydning af £i-formler, der indeholder de logiske
symboler -, = og V.

"Hvis U = {1,2,3} og eneste operation pa U er addition, da er 1 ikke lukket under operatoren +.
8Man siger derfor, at praedikatlogikken er en divalent logik.
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2.2.13 DEFINITION. Hvis P er et n-ary praedikatsymbol i £1, og t1,...,t, er Li-termer, sa er

(P(t1,...,tn))? =T hviss (t7,...,t7) € P°.
Nu har alle atomiske L£i-formler faet en sandhedsveerdi. Da £; indeholder lighedssymbolet vil
dette praedikat defineres eksplicit. Hvis 1 og to er L£q-termer, er
(t) =t2)° =T hviss tJ = 5.1
Hvis 8 er en Lq-formel, er
(=0)? =T hviss 7 = L.
Hvis 8 og v begge er Li-formler, sa er
(B=7)7=T hviss 7= Lellery =T. O

Formler pa formen Vz(3 er mere komplicerede at tildele sandhedsveerdier, da alle mulige
tildelinger af variablen z, dvs. hele U, skal gennemprgves, mens evt. andre variable i 3 samtidigt
skal antage deres af o bestemte veerdi. For at kunne udfgre denne procedure méa en ny interpretation
defineres ud fra o.

2.2.14 DEFINITION. Lad o veere en interpretation med univers U og lad u; veaere et element i
U. Da er o(xz/u1) den interpretation, hvor z tildeles vaerdien w;, og alle andre variable har samme
veerdi som under o. Det skal desuden geelde, at o og o(xz/u1) er ens pa alle funktionssymboler
og praedikatsymboler, hvorved termer og formler, der ikke indeholder x, vil tildeles samme veerdi
under o og o(x/uy).

Hvis 3 er en L;-formel vil

(Vz3)? = T hviss £7/%) =T for alle u € U. O

I 8 gennemlgber x alle mulige veerdier i universet, mens o(x/u) sgrger for, at alle andre variable
og termer holdes fast pa deres af o dikterede veerdi.

De tre definitioner 2.2.12, 2.2.13 og 2.2.14 kaldes tilsammen Tarski’s sandhedsdefinition (TS),
da det var Tarski, der i 1933 gav den forste formulering af definitionerne.?’

Der kan nu skelnes mellem, om en £;-formel er sand eller falsk under interpretationen o og TS.

For en £i-formel skriver vi o = a, hviss a” = T. Det siges, at o tilfredsstiller «. Tilsvarende
hvis ® er en meengde af £i-formler vil o = @, hviss p? = T for alle formler ¢ i ®.

Begrebet logisk konsekvens, der nu kan introduceres, har stor betydning, da det karakteriserer
en form for semantisk slutning, dvs. en sandhedsbevarede overgang fra ,n eller flere formler til en
ny. Hvis det for enhver o galder, at a® = T medfgrer at 37 = T, da er § en logisk konsekvens af
«. Tilsvarende er § en logisk konsekvens af ®, hvis det for enhver interpretation galder, at ¢ = T
for enhver formel ¢ i ® medfgrer, at 57 = T. Dette skrives ® = (.

Hvis o = T for enhver o, kaldes a logisk sand. Det ma derfor galde, at hvis « er logisk sand
og [ er en logisk konsekvens af «, sa ma (3 ogsa veere logisk sand. Det, at en £i-formel « er sand
under alle interpretationer, skrives = a.

Logisk konsekvens |= haenger i £1 teet sammen med beviselighed Fg, der blev defineret i afsnit
2.2.1. Dette redeggrer vi for i det fplgende; forst gennem begrebet sundhed og dernaest gennem
den semantiske fuldstaendighed.

Sundhed af H

Hvis det for enhver formel «, vi i H kan bevise ud fra en maengde af preemisser @, gelder, at « er
en logisk konsekvens af @, siger vi, at H er (semantisk) sund.
2.2.15 SETNING. Hvis ® g asa @ | «a.

19Bemaerk, at der er forskel pa de tre lighedstegn i seetningen. Det forste betegner lighedssymbolet i £1, det andet
er blot et hjelpesymbol i det sprog, som rapporten er skrevet i, mens det tredie er identitetsrelationen '=" i .
20[BELL & MACHOVER, 1977; p. 52].
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BEVIS. Vi skal vise, at aksiomerne i H er logisk sande samt, at MP er sandhedsbevarende. Kan
vi vise dette, vil det folge, at enhver formel, vi kan bevise ud fra en maengde af praemisser, vil vare
en logisk konsekvens af disse.

Her viser vi blot, at tre af de ti aksiomer er logisk sande, da det for dem alle gelder, at
argumenterne er simple. Aksiom 1 er ifglge TS sand, hviss a? = Leller (8 = a)? =T. (= a)? =
T, hviss 39 = L eller @ = T. Aksiom I er saledes sand, hviss o = | eller 37 = L eller o = T.
Dette ma veere opfyldt for alle o, da det altid gaelder, at enten er o = | eller o = T.

Aksiom V er sand, hviss o = L eller (Vza)? = T. Hvis z er bundet i «, geelder det, at
a?@/u) = o7 hvorfor det geelder at, (Vxa)? = T, hviss a” = T. Heraf ser vi, at aksiom V er sand,
hviss o = 1 eller a® = T, hvilket er opfyldt under alle o.

Efter anvendelse af TS for det logiske symbol = gentagne gange ses det, at aksiom VIII er sand,
hviss

(t1 =tnt1)? = L eller (ta =ty42)° =L eller...

eller (tn = tgn)g =1 eller (f(tl, . ,tn) = f(thrla c. ,tgn))g =T.

At aksiom VIII er en logisk sand Li-formel vises ved et modstridsargument. Antag, at der findes
en o, sa aksiomet er falsk. Dette er opfyldt, hviss

(tl = tn+1)0 =T og (tg = tn+2)0 =T og...

og (tn=1t2,) =T og (f(t1,...,tn) = f(tn+1,-..,t2,))" =L,

hvilket ved brug af TS kan omskrives til

1 =19, og...0g 15 =15, og [T, ,t2) # [T (001, ., 15,).

Betragt nu f7(t7,...,t7). 7 ma kunne substitueres ind i stedet for ¢7, da de som fgr vist, betegner
samme individ fra universet. Tilsvarende argument geelder til og med tJ,,, der kan substitueres ind

i stedet for t7 i f?. Efter udskiftning pa samtlige pladser fas, at

fg( (117"'7tg):f0( g—i—l""’ gn)v

hvilket er i modstrid med kravet om, at de to udtryk ikke er lig hinanden.
Der resterer nu at ggre rede for, at MP er sandhedsbevarende. Hvis a” = T og (a = ()7 =T
folger det, at 57 = T, da (a = ) ellers bliver falsk. "

Som et specialtilfeelde af sundheden af H fglger det, at alle H-formler er logisk sande. Dette er
netop tilfaeldet, hvor meengden af preemisser ® er tom. Det vil sige g o medforer = a.

2.2.16 SEATNING. Sundhed af H medfgrer konsistens af H.

BEvIs. Antag, at H er inkonsistent, dvs. at der findes en £i-formel «, hvorom det geelder, at
Fg « og Fg —a. Da H er sund medforer dette, at = o og = —a, hvilket medferer, at det for alle
interpretationer ma geelde, at o = T og @’ = L, hvilket er en klar modstrid. Det vil sige da H er
sund, er H ogsa konsistent. ]
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Fuldsteendighed af H

Givet en maengde af preemisser ® siger vi, at hvis vi i H kan bevise alle de logiske konsekvenser af
®, da er H semantisk fuldsteendig. En mere formel definition af semantisk fuldstezendighed lyder:

2.2.17 DEFINITION. H er semantisk fuldstesendig, hvis ® = o medfgrer ¢ by . O

For at vi kan vise, at H er fuldsteendig, dvs. at £1,Fyg og = danner et semantisk fuldstendigt
system, indfgrer vi begrebet model.

2.2.18 DEFINITION. En maengde af £i-formler ® har en model, hviss der findes en interpreta-
tion, o, hvorunder alle formler i ® er sande. O

Der findes to @kvivalente formuleringer af semantisk fuldsteendighed. Den fgrste gav vi i
definition 2.2.17. Den anden ses som et resultat af tableaumetoden (som vi nsevnte i afsnit 2.2.1).
Her siges det, at enhver endelig konsistent maengde af formler har en model med et teelleligt univers.
Dette er en modelteoretisk indgangsvinkel. Faktisk er tableaumetodens hovedresultat en saetning,
der fastslar, at en endelig meengde af £i-formler er inkonsistent, hviss den ikke har en model.?!
Med denne sztning giver tableaumetoden i praedikatlogikken en metode til at afggre, om en endelig
meengde af £q-formler er inkonsistent eller ej. Metoden er konstruktiv i de tilfeelde, hvor modellens
univers er endeligt, men er universet uendeligt, bliver metoden ikke-konstruktiv, da det ikke leengere
kan garanteres, at man bliver faerdig i sin undersggelse af en given meengde af £1-formler. Den forste
formulering udtrykker en mere bevisteoretisk indgangsvinkel, da den sammenkaeder Fg og =1 L.
Men de to formuleringer er skvivalente, hvilket vi anskueligggr ved at benytte tableaumetodens
resultat til et bevis af felgende seetning.

2.2.19 SETNING. Hvis ® = « sa ¢ Fg «; specielt vil = « medfore Fg a.

BEvVIS. Vi ngjes med at vise tilfzeldet, hvor ® er tom; nemlig at hvis « er logisk sand, sé er «
en H-formel.

Hvis = a er a sand under alle interpretationer. —« kan ikke have nogen model, da (—«a)? = L
for enhver interpretation o. Af tableaumetoden fglger det, at {—a} er inkonsistent i H. Vi har i
afsnit 2.2.1 vist, at ud fra en inkonsistent meengde af L£i-formler kan enhver £;-formel udledes. Det
ma derfor gaelde, at -« Fg «, hvorefter deduktionsszetningen (setning 2.2.6 i afsnit 2.2.1) giver,
at kg -a = «. Viviser nu, at ~a = a by a.

1 ~a=a (praemis)
2 (ra=a)= ((Ca=-a)=a) ()
3 (ra=-a)=a (MP pa 1 og 2)
4 -a= -« (kan indssettes som preemis, da Fg ~a = —a)
5 « (MP pa 3 og 4).
At Fg —a = -« er vist 1 beviset for deduktionsssetningen. Da Fiy ~a = a og ~a = a by «
far vi et bevis af by « ved at laegge de to beviser i forlaengelse af hinanden. |

Fuldstzendighed sammen med sundhed garanterer, at en £i-formel er logisk sand, hviss den kan
bevises i H. Dette betyder, at vi i H lige netop kan bevise de formler, der er logisk sande.

Sproget L1, den bevisteoretiske fplgerelation g og den semantiske fglgerelation |= kaldes tilsam-
men 1. ordens praedikatlogik, da £; er et 1. ordens sprog indeholdende praedikatsymboler. Da
vi med sundhed og fuldsteendighed af H har vist sekvivalensen mellem gy og =, siger vi, at H er
i besiddelse af en bevisstruktur.

21Sgetningen med tilhgrende bevis findes i [BELL & MACHOVER, 1977; pp. 115].
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2.3 Sekventkalkylen G,

I dette afsnit preesenteres fgrst Gentzens formulering af 1. ordens praedikatkalkylen med lighed,
som betegnes Ge. Kalkylen Ge ligner umiddelbart ikke H. Hvor H er opbygget med ti aksiomer
og kun ;n slutningsregel (Modus Ponens), er Ge stykket sammen af fire aksiomer og en lengere
reekke udledningsregler. Det anskueligggres efter opbygningen af Ge, at de to formuleringer er
xkvivalente, dvs. at alle formler, der kan bevises i Ge, kan bevises i H og omvendt.

Styrken ved H kommer til udtryk i modelteorien, hvor forholdet mellem 1. ordens sztninger
og de strukturer, hvori de er tilfredsstillet, studeres. Ge finder derimod sin styrke i forhold til
bevisteorien, da udledninger, og dermed syntaktiske beviser, er nemmere at udfgre i Ge end i H.
Dette skyldes, at beviser i Ge formmaessigt ligner dagligdagens beviser noget mere end de endelige
folger af formler, der preesenteres i Hilbertstilen.

2.3.1 Sekventer

2.3.1 DEeFINITION. En sekvent er pa formen I' — A, hvor ' og A, adskilt af hjelpesymbolet

—, repraesenterer endelige (evt. tomme) folger af formler. I' kaldes for antecedenten og A for

succedenten. |
2.3.2 ExSEMPEL. De fglgende to udtryk er begge eksempler pa sekventer.

o Pi(x),P(z) = Py(z) — Py(z)

Det er her uden betydning, hvad sekventen udtrykker under en given interpretation, da den blot
skal overholde de syntaktiske krav fra definition 2.3.1. O

2.3.3 DEFINITION. En formel i en sekvent siges at veere tilfredsstillet under en interpretation,
hviss den er sand under Tarski’s sandhedsdefinition (TS). En sekvent er falsk, hviss alle antecen-
dentformler er sande og alle succedentformler er falske under samme interpretation. Dette vil altsa
sige, at en sekvent er sand, hvis blot ;n af antecedentformlerne er falske eller ,n af succedentformlerne
er sande. O

Den semantiske definition af sekventer leegger op til fglgende to intuitive forstaelser af en sand
sekvent a1, a0, ..., am — 81,02, ..., On:

1. Af 2.3.3 fglger, at hvis alle antecedenterne «; er sande, sa er mindst ,n af succedenterne
Or sand, hvis sekventen er sand. Dette svarer til begrebet logisk konsekvens i H, der
ifglge fuldsteendigheden af H er akvivalent med beviselighed. Sekventen kan da tolkes:

Givet preemisserne ag, o, ..., q,;, kan mindst ;n af setningerne 31, 3s, ..., 3, udledes. Med
betegnelsen for bevis i Hilbertstil Fg, kan tolkningen skrives {aq, o, ..., am} Fa [ eller
{a,a9,...,am} Fu B2 eller ... eller {ag,@9,...,an}t Fa Bn. Sa generelt kan sekventer

opfattes som udsagn om beviser i H, hvorfor der i G¢ er tale om ’rigtig’ bevisteori.

2. Igen geelder det, at hvis alle antecedentformler er sande under en interpretation, er mindst ;n
af succedentformlerne sande for en sand sekvent. Dette betyder, at den semantiske tolkning
af sekventen er den samme som for £i-formlen oy Ao A~ Aoy, = 61V G2V -+ V G, under
TS.

Vi siger, at en sekvent er tilfredsstillet, hviss den er sand under en interpretation ¢. Hvis en sand
sekvent S7 medfgrer, at en sekvent So er sand, siger vi, at Sy er en logisk konsekvens af S;.
Sekventen I' — A er logisk sand, hviss den er sand under alle interpretationer o.
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2.3.2 Slutningsregler i G,
En slutning er et udtryk pa formen

51 S1 S

eller

(2.1)

hvor S7, Sz og S er ikke-tomme sekventer. S; og So kaldes slutningens gvre sekventer og S
slutningens nedre sekvent. Intuitivt forstas en slutning som, at under antagelse af n eller flere
gvre sekventer kan en nedre udledes.

Vi preesenterer i det fglgende de slutningsregler, vi vil tillade i Ge. Som tidligere betegner
«a og [ enkeltstaende formler, mens I', A, II og A udtrykker endelige fglger af formler, dvs. hhv.
V15 Y2y - - s Vs 01502, «««, 0y ML, T2, oy T O AL, A2, - .., Ap, hvor k, [, m og n er naturlige tal.

2.3.4 DEFINITION. Strukturelle slutningsregler
De strukturelle slutningsregler kaldes venstre- eller hgjreregler alt efter, om reglen virker pa an-
tecedenten eller succedenten af sekventen. I det fglgende vil ,, og ;, betegne henholdsvis venstre- og
hgjreregler.

Udtynding:
r—A I'— A
y P ————— P 2.2
v a, ' = A Un I'—- A« (2:2)
Kontraktion:
a,a, ' — A I'—= Ao«
Ko: =T34 S (23)
Ombytning:
Ia,6,11— A I'—= Ao G,A
p P ————— P 2.4
Ot hatn=a P TZABaA (2.4)
Snit:
r - A Im— A
Sn : A (2.5)

Il — A A

Formlen « i snitreglen kaldes snitformlen. Vi definerer graden af en formel, «, til at veere antallet

af logiske symboler i . Dette betegnes grad(«). Graden af et snit er graden af snitformlen. O
Ved en undersggelse af, om disse regler virker fornuftige og meningsfyldte, ses pa de semantiske
forhold omkring reglerne. Vi undersgger, om systemet er sundt, dvs. om den nedre sekvent i en
slutningsregel er en logisk konsekvens af den eller de gvre. Dette kan i praksis ggres ved at antage,
at den gvre sekvent er sand og vise, at da er den nedre ogsa sand; eller ved at antage, at den nedre
sekvent er falsk og derefter vise, at under denne antagelse vil den gvre sekvent ogsa veere falsk.

I de folgende eksempler pa semantiske overvejelser over slutningsreglerne tages der mht. sekven-
terne og formler udgangspunkt i definition 2.3.3.

2.3.5 EKSEMPEL. For overskuelighedens skyld lader vi I', A, IT og A veere fglger bestaende af n
formel, hhv. 1,1, 71 og A1. De kommende argumenter lader sig nemt generalisere til situationer,
hvor fglgerne bestar af flere formler.

I U, er den gvre sekvent v; — d; sand, hviss 7{ = L eller 67 = T. Den nedre sekvent er sand,
hviss a” = L eller 7vf = L eller 0f = T. Heraf fglger, at givet den gvre sekvent er sand, vil den
nedre sekvent vaere sand.
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I Uy, er den nedre sekvent y; — 6 falsk, hviss v7 = T, 67 = L og af = L. Da den gvre sekvent
vil veere falsk, hviss v7 = T og 07 = L, ses det, at givet den nedre sekvent er falsk, vil den gvre
sekvent vaere falsk.

Tilsvarende argumenter bruges for kontraktions- og ombytningsreglen, hvorfor K,,, Ky, O, og
Oy, ikke gennemgas.

Snitreglen er en speciel strukturel slutningsregel, da der optraeder to gvre sekventer. Antag,
at den nedre sekvent ikke er en logisk konsekvens af de gvre. De gvre sekventer er sande, hviss
(v = Leller 67 = T eller a” = T) og (a” = L eller 7§ = L eller A{ = T). Den nedre sekvent
er falsk, hviss v = T og n{ = T og 67 = L og A{ = L. Antag, at den nedre sekvent er
falsk, da vil vi fa en modstrid, hvis den gvre skulle veere sand, da a® bade skulle vaere sand og
falsk. Da dette er i modstrid med TS, ma den nedre sekvent vaere en logisk konsekvens af de gvre. [
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2.3.6 DEeFINITION. Udsagnslogiske slutningsregler.
Vi indfgrer nu slutningsregler tilhgrende de udsagnslogiske symboler. Strengt taget er det kun
ngdvendigt med regler for - og =, men vi medtager ogsa — som ikke-basale slutningsregler — regler
for A og V, da det letter den praktiske brug af kalkylen. De udsagnslogiske slutningsregler kaldes
hgjre- eller venstreregler, alt efter om det udsagnslogiske symbol introduceres i succedenten eller
antecedenten af den nedre sekvent i reglen.

‘ I'— A« o '— A
U aa, T — A T DA -a
a, ' — A 6, I' = A I'-Aa I'— A,
Aot og Np :
aNp, — A aNpB, — A 'r—-Aang
al' - A [,T'— A y I' - A« I'—-ApB
: : 0
v avB T = A T S Aavd B TSAavs
I'—=Aa B,1I—A a,I' = A3

B

T S AT AN I—Aa=j

De formler, som i ovenstaende regler indeholder det indferte konnektiv, kaldes slutningsreglens
principalformel. O
Ligesom for de strukturelle slutningsregler gennemgas for nogle af de udsagnslogiske slutningsre-
gler en semantisk verifikation af, at den nedre sekvent er en logisk konsekvens af den eller de gvre.
2.3.7 EXSEMPEL. Da negationsreglen er simpel udelades —, og =, i gennemgangen. Af de seks
gvrige forklares kun A, og =5, da gennemgangen af de resterende regler folger samme princip.

Ay bestar af to regler. I den fgrste er den gvre sekvent sand, hviss a? = L eller 7{ = L eller
07 = T. Den nedre sekvent er sand, hviss (a A 3)7 = L eller 4{ = L eller §7 = T. Dette er ifglge
TS tilfeeldet, hviss a® = L eller 37 = L eller 7{ = L eller 67 = T, hvilket er opfyldt, hvis den gvre
sekvent er sand. Den anden regel kan beskrives pa samme made, hvor man blot erstatter & med (8
og (0 med a.

I =, vil den gvre sekvent veere sand, hviss a” = L eller v = L eller 67 = T eller 37 = T.
Den nedre sekvent er sand, hviss 7{ = L eller Y = T eller (« = 3)? = T, hvilket svarer til at
v{ = L eller 67 = T eller a” = L eller 37 = T. Det fglger heraf, at under antagelse af, at den gvre
sekvent er sand, vil den nedre ogsa veere det. O

2.3.8 DEFINITION. Kvantoriske slutningsregler.
Vi har i de tidligere afsnit brugt betegnelsen a(x/t) for, at enhver fri forekomst af = substitueres
med termen ¢. I det folgende benytter vi som betegnelse for dette a(t) og tilsvarende benytter vi
a(a) for a(z/a).

o®.L~A T Aa
Vrea(z),T — A " TS A, Vra(z)
ala), I = A I'— A at)
3, — .- 74 3, —— >t
Jra(z), I — A I' - A, Jza(zx)
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I kvantorreglerne er t en vilkarlig term, og den frie variabel, a, som kaldes egenvariablen, ma ikke
forekomme i den nedre sekvent. De formler, som indeholder de indfgrte kvantorer, er slutningsre-
glens principalformel. O

2.3.9 EKSEMPEL. Den semantiske interpretation af kvantorreglerne er mere kompliceret end
interpretationen af reglerne for de udsagnslogiske symboler. Igen bruges T'S.

I V,-reglen er den gvre sekvent sand, hviss a(t)? = L eller v = L eller § = T. Den nedre
sekvent er sand, hviss (Vza(z))” = L eller 47 = L eller 67 = T. (Vza(z))? = L, hviss az)7@/%) =
1 for mindst ,t v € U. Hvis 7{ = L eller 67 = T er betingelserne opfyldt. Antag nu, at disse
betingelser ikke er opfyldt, hvorfor der, for at den gvre sekvent er sand, ma geelde, at a(t)? = L for
enhver term ¢, f. eks. en fri variabel y. Under interpretationen ¢ ma y tildeles en veerdi fra universet.
Der vil derfor veere en veerdi i universet, hvormed a(t)” = 1.22 Af dette folger, at Voa(z)7@/%) = |
for mindst ,t © € U, og dermed, at den nedre sekvent er en logisk konsekvens af den gvre.

IV}, er den gvre sekvent sand, hviss 7§ = L eller Y = T eller (a(a))? = T. Hvis 77 = L eller

7 = T er den nedre sekvent ogsa sand. Antag nu, at 7{ = T og 0f = L. Da a ikke ma forekomme
i den nedre sekvent, kan a ikke forekomme i ;. Da ~; under o¢’s veerdi saledes ikke afheenger af a’s
tilskrivning, vil v, veere sand under tildelinger med alle de mulige variabeltilskrivninger til a fra
U. For at a(a) er en logisk konsekvens af 1, ma a” = T for alle de o, hvorunder v; er sand. Dvs.
a(a) er sand for alle tildelinger af a. Altsa vil Vza(z) ogsa veere tilfredsstillet; den nedre sekvent
vil veaere sand, hvis den @gvre er sand.

De samme egenskaber ved 3; og J; kan vises ved lignende betragtninger. O

Bemark, at reglerne er udelukkende syntaktiske, selv om de er blevet begrundet gennem
semantiske overvejelser. De udtaler sig om reglerne for manipulation af formler i Ge; en manipula-
tion sa fastlagt og uafheengig af intuition og semantik, at man kunne satte en maskine igang med
den.

2.3.3 Aksiomer 1 G,
2.3.10 DEFINITION. Aksiomerne i G¢ er sekventerne:
1. @ — «a, hvor « er en arbitraer formel.
2. = t, =1tn,.
3. t1 =tnt1, ..oty =ton — f(tl,...,tn) = f(tns1,-- - ton).
4. t1 =tpi1,. ety =ton, P(t1, ..., tn) — P(tnt1,---,ton),

hvor t1,...,t9, er arbitreere termer. (I

22Husk, at o(x/u) tildeler  veaerdien u, men tildeler alle andre frie variable samme vaerdi som interpretationen o.
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Aksiomerne i G¢ er logisk sande. For aksiom 1 ses dette ved, at der for alle formler o og alle
interpretationer o geelder, at enten er a” = T, eller ogsa er o’ = L, hvorfor (« — «)? = T for alle
o. Aksiomerne 2—4 indfgrer identitet i kalkylen pa samme made, som aksiom VII-IX ggr det i H.
Da de to szt aksiomer udtrykker det samme, kan argumentationen fra side 24 ogsa benyttes i Ge
til at vise, at aksiomerne 2—4 er logisk sande.

2.3.11 DEFINITION. Givet en folge af preemisser, P, kan der konstrueres en endelig struktur i
Ge, kaldet et bevistrae, bygget op efter folgende syntaks:

(a) De allergverste sekventer, dvs. de, der ikke har nogen sekventer over sig, kaldes initialsekven-
ter.

(b) Initialsekventerne er hver iseger enten aksiomer eller praemisser.

(c) Enhver sekvent i bevistraeet, pangr den allernederste, er en gvre sekvent i en slutningsregel,
hvor den nedre sekvent ogsa er i bevistraeet. Il

En slutningsregel med to gvre sekventer vil give anledning til en sakaldt forgrening. En gren i bevis-
treeet er den fplge af sekventer, som starter med en initialsekvent og afsluttes med den allernederste
sekvent i bevistraeet. Denne nederste sekvent S kaldes slutsekventen af bevistraeet.

2.3.12 DEFINITION. Bevistraeet siges at vaere et Ge-bevis for S, hvilket betegnes P Fge S.
Vi siger, at S er bevist i Ge under antagelse af P. Hvis P er tom, siges S at veere Ge-beviselig,
da S kan bevises uden praemisser. O

2.3.4 Eksempler pa beviser i G,

2.3.13 EkSEMPEL. Udledning af nye regler for disjunktion-hgjre V; og konjuktion-venstre AE23

I'—-Aapf a, 68, = A

@) oA avE ®) A sT oA

Se figur 2.1 og figur 2.2. O

I'—AapB
' - Aa,aVvy

O
I' - AaVpa \/h
' - AavpgaVvg h
Ky,

' - Aavp

Figur 2.1 Regel for disjunktion-hgjre.

238tjernen '+’ markerer, at der er tale om en ny regel.
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a, 6, — A A
aNg, B, — A OU
GB,anp,T — A /\v

alNB,anG,T — A KU
aV e, — A Y

Figur 2.2 Regel for konjuktion-venstre.

2.3.14 EKSEMPEL. Det udelukkede tredjes princip kan bevises i Ge; det vil sige, at

Fge — aV —a. Se figur 2.3. O
a— «
— “h
— 0(’ Y \/2
— aV o

Figur 2.3 Det udelukkede tredjes princip, bemaerk brugen af aksiomet o — « og den nye disjunktion-
hgjreregel.

2.3.15 EKSEMPEL. Ligesom det udelukkede tredjes princip kan bevises i Ge, kan reglen om
dobbelt negation, som i H udtrykkes ——a Fg «, ogsa bevises i Ge. I Ge bliver beviset for denne

regel til et bevis for sekventen ——a — «. Se figur 2.4. ]
o=«
“h
— 047 QY

2 —

Figur 2.4 Regel om dobbelt negation.

2.3.16 EKSEMPEL. Umiddelbart kunne det se ud som om, vi med slutningsreglerne kun kan
indfgre logiske symboler, men sadan forholder det sig ikke. Fra de ovenstaende regler, kan vi ogsa
udlede regler, hvor symboler bliver ’slettet’. Beviset for I' — A, Vza(z) Fge I' — A, a(t), se figur
2.5, giver pa sekventform fglgende regel, som vi kalder for Vj, g

I' - A, Vza(zx)
I' = A, at)
Dobbeltlinien mellem de to nederste sekventer i figur 2.5 betegner, at der sker et antal kontraktioner

K, som svarer til det antal formler, der er i fglgen I' og et antal ombytninger O,, saledes at disse
kontraktioner kan lade sig gore. O
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a(t) — at)
LaW—al)
a(t), T — a(t) Vv
I' - A Vea(zr) Vea(z),T — at) SI;L
LT — A at) K0
I'—= A a(t) v

Figur 2.5 Udledning af V}, sit. Graden af snitformlen Ya(z) er i dette tilfeelde 1 4 grad(a).

For alle slutningsregler, undtagen de strukturelle, kan der helt analogt til V}, g udledes regler,
der sletter symbolerne. Bemeerk igvrigt symmetrien i ovenstaende bevis: For at udlede ¥}, g bruges
en V,. Denne symmetri findes ogsa ved de andre regler. I beviset for reglen for slettelse af A i
antecedenten (A, siet), skal der saledes benyttes en Aj, samt et snit, hvor snitformlen er af formen
a A B. Denne symmetri mht. hgjre- og venstreregler, indfgrelse og slettelse gor, at vi kalder G, for
symmetrisk.

Nar en sekvent i praksis skal bevises 1 Ge, startes fra bunden med slutsekventen — den sekvent,
der skal bevises. Herefter arbejder man sig opad ved hjslp af slutningsreglerne, indtil der som
gverste sekvent er et aksiom eller en preemis. Udledninger er beskrevet oppefra, da beviserne opfattes
oppefra og ned.

2.3.5 Konsistens af G,

2.3.17 DEFINITION. Begrebet inkonsistens er, analogt til inkonsistens i H, udtrykt ved, at der for
en formel o geelder

Fge— a og Fge— —a.

O
2.3.18 SAETNING. G er inkonsistent, hviss den tomme sekvent — kan udledes.
BEVIS. Antag, at Ge er inkonsistent, da findes to beviser for hhv. — a og — -« for ,n eller
anden formel «. Saledes kan — « og — —« benyttes som praemisser for et bevis af den tomme
sekvent. Se figur 2.6.

— _
v

Sn

— Y - —

—

Figur 2.6 Udledning af den tomme sekvent ud fra — a og — —a.

Omvendt har vi tidligere vist, at en egenskab ved et inkonsistent system er, at alle formler kan
udledes fra det. I dette tilfeelde kan man ved brug af U, pa den tomme sekvent udlede enhver
anden formel, bla. — a og — —a. ]

Seetning 2.3.18 vil igvrigt blive benyttet til konsistensbeviset for teorien om de naturlige tal,
der udggr kapitel 4.

Metoden til at undersgge, om Ge er konsistent, er ikke at sgge efter den tomme sekvent. Vi vil
istedet vise sundheden af Ge, hvortil et lemma benyttes. Herefter fglger konsistensen af Ge som et
korollar.
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2.3.19 LEMMA. Antallet af regler i Ge kan reduceres til de strukturelle regler samt reglerne
Ty Thy =v, =h, Vo 08 Vp.

BEvis. Lemmaet fglger af gennemgangen i afsnit 2.1.1. Vi ngjes med at vise, at (a) Ap kan
udledes af —,, =, og =, samt at (b) 3, kan udledes af —,, -}, og V;,. Resten af lemmaet folger
trivielt efter samme melodi. Til at bevise, at Ay kan udelades, se figur 2.7, benytter vi, at

I'—>A« - ApB I'—> A« r—-A,p

pr. definition er sekvivalent med

' = Aanp I' = A, ~(a= —p)
Til at bevise, at 3, kan udelades, se figur 2.8, benytter vi, at
ala), I = A ala), I = A

pr. definition er sekvivalent med
r—A

Jra(z), —Vroa(z), [ — A

I'—=Ap
I'— A« -6, - A

W

=0
a=-60,'T— A A
= : K,, K}, 0,,0
a= -4 —A e
I' = A, ~(a= —p)
Figur 2.7 Bevis af (a).
afa), ' - A _
I' - A, —afa) "

Vh

—/

I' - A,Vz —a(a/x)
(Vo —a(a/z)),I' = A

v

Figur 2.8 Bevis af (b).

2.3.20 SETNING. Enhver sekvent S, som er beviselig i Ge, er logisk sand. Det vil med andre ord
sige, at hvis ' Fge S sa ' = S.

BEevis. Vi skal vise, at givet at alle initialsekventer er sande, da er slutsekventen i en
udledning ogsa sand. Betegn initialsekventen i en udledning Sy, den fglgende sekvent i grenen
S1 og sa fremdeles. Ifplge afsnit 2.3.3 er aksiomerne logisk sande. Antag, at sekventen S, i et
bevistrae er logisk sand. For at danne sekventen 5,1 benyttes en slutningsregel. Da den nedre
sekvent i en slutningsregel, ifglge afsnit 2.3.2, er en logisk konsekvens af den/de gvre, vil sekven-
ten S, 11 ogsa veere logisk sand. Derfor vil enhver sekvent, som kan udledes i G, veere logisk sand. n

2.3.21 KOROLLAR. G, er konsistent.

BEvVIS. Antag, at Ge er inkonsistent. Heraf fglger Fge— «, 0g Fge— —a. Dette medfgrer,
ifplge seetning 2.3.20, at Fge— «, samt =ge— —. Dette er i modstrid med TS. Altsa ma Ge
veere konsistent. (]

2.3.6 Beviselighed og kalkylen G

I de foregaende afsnit har vi defineret en kalkyle med identitet. En kalkyle, som f. eks. G blot
uden identitet, som vi derfor betegner G, kan ogsa defineres ved at begraense antallet af aksiomer.
I G vil der kun veere ,t aksiom: o — a.
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2.3.22 DEFINITION. Fglgende tre formler vil vi betegne I'e:
1. Vz(z = z).

2. Vay . Ve, Vyr . Yy (o =y A AN = yn) = f(1,. . 20) = f(Y1,...,Yn)), for ethvert
funktionssymbol f med n argumenter.

3. V. Ve, Yy Vyp((1 =y1 A - Az = yn A P(x1, ... 20)) = P(y1,...,yn)), for ethvert
praedikatsymbol P med n argumenter. O

2.3.23 SAETNING. En sekvent I' — A er beviselig i Ge, hviss I', T'e — A er beviselig i G.

BEVIS. Fgrst betragtes beviset for I' — A i Ge. Initialsekventerne i G kan alle vises fra I’
samt aksiomet i G. I's vil da optraede som presemisser, og saledes fungere pa samme made som
aksiomer. Szetningen vises da ved induktion over antallet af udledninger i beviset.

Antag herefter, at der findes et bevis for I',I's — A i G. Dette bevis vil ogsa findes i Ge, da
Ge kan betragtes som en udvidelse af G. Da alle formler i I'c er beviselige i Ge, vil der kunne
udledes — 9; for alle §; € I'e. Derved kan vi ved gentagen brug af snit-reglen fjerne alle formler
i e, der optraeder i beviset for I' — A. Se evt. rapportens bagside for en figur, der illustrerer
beviset. |

Denne sztning har den konsekvens, at spgrgsmalet om, hvorvidt en sekvent I' — A er beviselig
i Ge, kan reduceres til spgrgsmalet om, hvorvidt sekventen I', I'c — A er beviselig i G. Derfor kan
vi begraense os til at undersgge kalkylen G.

2.3.7 Fuldstendighed af G og G,

Vi ngjes med at se pa G uden funktionssymboler, da beviset her er simpelt. Beviset for den fulde
logik er principielt det samme. Det er pa side 14 vist, hvordan funktionssymboler udtrykkes som
praedikatsymboler, og dermed problemfrit kan udelades i kalkylen.

Beviset gar i korthed ud pa, at for enhver endelig sekvent .S indeholdende formler fra £q uden
lighed, findes der enten et bevis for S i G, eller S er ikke logisk sand. Alle logisk sande sekventer
kan bevises i G, og G er dermed semantisk fuldstendig.

For en tilfeeldig sekvent S konstrueres et reduktionstrae pa en sadan made, at det ses, om S
kan bevises eller ej.2* Hvis S ikke kan bevises, findes der ud fra reduktionstraeet en interpretation,
hvorunder S ikke er sand, hvorved det er vist, at .S ikke er logisk sand.

Reduktionstraeet for S

Lad sekventen S vaere udtrykt i et sprog, som indeholder de udsagnslogiske symboler =, = og
kvantoren V. Hvis der i S er formler indeholdende ikke-basale?® symboler, mé disse formler forst
omskrives, sa de kun indeholder —, = og V. Der konstrueres et reduktionstraee nedefra og op for S
pa baggrund af fglgende algoritme:

(a) Lad S veere den gverste sekvent i et reduktionstrae kun bestaende af S selv.

(b) Hvis den gvre sekvent i en gren i reduktionstraeet har en formel fzelles i antecedent og succedent
sa luk grenen. Hvis alle grene i treeet er lukkede sa stop. Hvis ikke alle grene er lukkede sa ga

til (c).
24Et reduktionstree skal ikke opfattes som et bevistrae, men som en metode til at afggre, hvorvidt en sekvent er
logisk sand eller ej. Hvis en sekvent er logisk sand konstrueres reduktionstraeet for sekventen pa en sadan made, at

det har mange lighedspunkter med et bevistree for sekventen, hvilket senere udnyttes i fuldsteendighedsbeviset.
#Disse kaldes ogsa forkortelses-symboler. Se side 16-16.
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(c) For enhver gren, der ikke er lukket, testes den gverste sekvent i grenen ved at gennemlgbe
de nedenstaende punkter 1-7. Hvert punkt kaldes en reduktion, da der ud fra givne formler
skabes nye formler med et logisk symbol mindre. Da der i enkelte situationer er brug for at
genbruge formler i reduktionsprocessen, gentages de formler, der er reduceret pa, sammen
med deres reducerede. Den gvre sekvent i en gren, der ikke er lukket, antages i hvert punkt
at veere pa formen II — A.

1. = i antecedenten. Lad «y,...,a, vaere de formler i II, der kan skrives —=(1,..., 08,
og som reduktionen i punkt 1 ikke tidligere har veeret udfgrt pa. Skriv da sekventen
II — A, pB,...,0B, ovenover II — A.

H_)Aaﬁl"'wﬁn
II—A

Der reduceres kun pa de formler, som reduktionen i punkt 1 ikke tidligere er udfert
pa, fordi aq,...,q, gentages i sekventen med de reducerede formler (,...,3,. Uden
restriktionen vil der kunne reduceres pa aj,...,a,, hver gang punkt 1 gennemlgbes.
Dette fgrer ikke til nye formler i sekventen med de reducerede formler, men blot til en
gentagelse af (1,..., B2 hver gang. Af hensyn til overskueligheden begraenses antallet af
gange, hvor aq, ..., a, reduceres, derfor til ,n enkelt gang.

2. = i succedenten. Lad a,...,a, vaere de formler i A, der kan skrives —(1,...,0,
og som reduktion 2 ikke tidligere er brugt pa. Skriv da sekventen f(i,...,0,,11 — A
ovenover I — A.

ﬂlu"wﬁnaﬂ_)A

ImT— A
3. = i antecedenten. Lad «y,...,qa, vere de formler i II, der kan skrives pa formen
851 = Y1,---,0n = 7n og hvorpa reduktion 3 ikke tidligere er brugt. Der skrives nu
2" sekventer over II — A alle pa formen ~;,,...,v;, Il — A, B;,...,8;, ., hvor i1 <
s <R og j1 < oor < G2 T hver af de 2" sekventer er antallet af 5- og y-formler
sammenlagt n og (i1,...,0k, J1,-- -, Jn—k) €r alle mulige permutationer af (1,...,n), som
ikke overtraeder begraensningen om den indbyrdes raekkefglge af i1, ..., ik 0g j1, .- -, Jn_k-
Virr- s Vi L= A, By oo B, .- (2" gange ialt)

II—A

Reduktionen under punkt 3 er den eneste af reduktionerne, hvor reduktionstraeet for-
grener sig. Antallet af grene efter forgreningen bliver 2". Her vises et eksempel, hvor n
er 2, hvortil der svarer 22 = 4 ovenstaende sekventer, der hver er begyndelsen pa en ny
gren. Antag, at formlerne 31 = 1 og 2 = 2 er indeholdt i II.

717727H_>A /717H_>A7ﬂ2 ’727H_>A7ﬁ1 H_>A7/317ﬁ2
II—A

4. = i succedenten. Lad ag,...,a, vere de formler i A, der kan skrives pa formen
61 = Y,---,0n = Yn, hvorpa reduktion 4 ikke tidligere er brugt. Skriv da sekventen
B1yey B, I — 1,0, v, over IT — AL

ﬁlv"'aﬁnan_)Aavla"'van
IIT— A

26Bemserk, at det kun er den indbyrdes rackkefglge mellem hhv. iy, ..., i, 0g j1,...,jn_&, der har betydning. Det
ma f. eks. gerne forekomme, at is > j1.
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5. V i antecedenten. Lad a1,...,qa, vere de formler i II, der kan skrives pa formen
Yr1061,...,V2,B,. Der er her intet krav om, at reduktion 5 ikke tidligere ma veere
udfgrt pa aq,...,ap, da reduktionen gnskes gentaget. Kald den forste frie variabel, der
endnu ikke er brugt til reduktion af «;(z;), for x;‘.27 Nar dette er gjort fori =1,...,n,
skrives sekventen [ (z1/x7),..., Bn(zn/z})),II — A over II — A. Ved hvert gennemlgb
af reduktion 5 bruges en ny fri variabel til at reducere «;, indtil alle frie variable har
veeret brugt i en reduktion af alle a; i den pagaseldende gren.

Bi(x1/xy), ..., Bn(zn/x)), 1T — A
II—A

6. V i succedenten. Lad «y,...,qa, vere de formler i A, der kan skrives pa formen
Yr1061,. .., Ve, By, hvorpa reduktion 6 ikke tidligere er brugt. Kald de forste n frie vari-
able, som endnu ikke er brugt til nogen reduktioner i den pageldende gren, for z7, ...,z .
Skriv da sekventen IT — A, B1(x1/x7), ..., Bn(zn/z)) over II — A.

II— A7ﬁ1($1/x1<)7 s ’ﬁn(.%'n/l':l)
II—A

Reduktion 6 har til forskel fra reduktion 5 krav om, at der ikke tidligere ma vaere
blevet reduceret pa aq,...,a,. En sekvent kan tolkes som, at man ud fra alle formler
i antecedenten kan bevise mindst ;n af succedentformlerne inden for en opskrivning af
praedikatlogikken i Hilbertstil.?® 1 denne logik er det muligt ud fra en generalisering
Vx;0; at bevise alle mulige enkelttilfselde §; med ethvert element i universet indsat. Hvis
der i en gren i reduktionstreeet er formlen Vz;3; i antecedenten og (3;(e) i succedenten,
hvor e er element i universet, skal grenen kunne lukkes, hvilket ggres ved at skrive (;
for alle elementer i universet op i antecedenten ligesom i reduktion 5. Grenen lukkes, da
der vil veere en sekvent i grenen, hvor (;(e) vil optreede pa begge sider af —. Omvendt
kan der ikke generaliseres ud fra et enkelttilfaelde, hvorfor det under reduktion 6 ikke
er hensigtsmeessigt at indssette alle universets elementer i 3;. Her indsaettes et element,
der ikke tidligere har optradt i grenen, hvilket betyder, at hvis §; af netop dette element
senere fremkommer som en antecedentformel i grenen, ma det veere fordi den er en
reduktion 5 af en formel pa formen Vz;3;, hvorefter grenen kan lukkes.

7. Hvis det om en gren geelder, at den gverste sekvent i grenen ikke har en feelles formel
for antecedent og succedent, gentages den gvre sekvent over sig selv i alle grene.

II—A
II—A

(d) Ga til (b).

Reduktionstraeet fas ved om ngdvendigt at fortsaette uendeligt leenge. Pa grund af reduktion 7 kan
det derfor antages, at et tree, hvor ikke alle grene er lukket, indeholder en uendelig gren. Dette gor
beviset ikke-konstruktivt.

Reduktionsreglerne er konstrueret sa de, ifglge sandhedsdefinitionen for sekventer, er sandheds-
bevarende fra nedre sekvent til alle gvre sekventer.

Reduktionstraeet for .S kan nu veere en af fglgende to typer:

2TDet giver ingen syntaktisk mening at indsztte en bundet variabel. Se evt. definition 2.2.1 om variabelsubstitution.
288e side 27 for en gennemgang af denne tolkning.
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1 Alle grene i reduktionstraeet er lukkede og dermed endelige. Hvis dette er tilfzeldet, vil der let
kunne konstrueres et bevis for S, da reduktionsreglerne ligner slutningsreglerne i G meget.
Efter passende udtyndinger vil den gverste sekvent i reduktionstraeet veere et aksiom i G pa
formen o — «, hvorefter hele reduktionstraeet kan efterlignes kun ved brug af slutningsregler
fra G. Til sidst er et bevis for sekventen S pa denne made konstrueret. Pa side 43 er givet et
eksempel pa et reduktionstree af type I.

11 Der findes mindst ,n gren, der ikke er lukket og dermed er en uendelig gren i reduktionstraeet.
Sekventen S kan dermed ikke bevises i G. En uendelig gren i tracet veelges og en interpretation,
hvorunder S ikke er sand, konstrueres.

Det overlades til leeseren at gennemfgre argumenterne, hvor reduktionstraset er af type 1. I det
fglgende vises, hvordan interpretationen i tilfselde 11 konstrueres.

Interpretationen

Sekventen S betegnes Sy, sekventen umiddelbart over denne Sy og sa fremdeles. Lad sekventen S;
veere I'; — A;. Da er UI' maengden af alle de formler, hvortil der eksisterer mindst .t ¢ i grenen,
sa formlen optraeder i I';. Tilsvarende er UA maengden af alle formler, der optraeder i mindst ,t
A; i grenen. Vi vil nu undersgge, om der findes en interpretation, hvorunder enhver formel i UT"
er tilfredsstillet, og hvorunder enhver formel i UA ikke er tilfredsstillet. Hvis dette er tilfeeldet, vil
enhver sekvent S; i grenen ikke veaere tilfredsstillet under en sadan interpretation. Dette betyder
specielt, at S ikke er tilfredsstillet under interpretationen og derfor ikke er logisk sand.

Lad universet I/ under interpretationen vaere maengden af alle frie variable.? Interpretationen
o er givet ved, at enhver fri variabel x; bliver tildelt vaerdien z; fra universet. Under o Igber enhver
bunden variabel over hele universet.

Til ethvert n-ary praedikatsymbol P virkende pa termerne tq, ..., t, lader o svare en delmaengde
af U", sa nar P(ty,...,t,) € UL, da er (P(t1,...,t,))° = T, og nar P(ti,...,t,) ¢ UL, er
(P(t1,...,tn))? = L. Da interpretationen af et n-ary praedikatsymbol netop er at skelne mellem de
delmaengder af U™, hvorunder praedikatet er sandt, og de delmeengder hvor det er falsk, er det en
simpel sag at konstruere interpretationen af ethvert preedikatsymbol som beskrevet. Da funktion-
ssymboler kan udtrykkes som praedikatsymboler, beskrives disse ikke eksplicit.

Vi vil nu ved induktion over antallet af logiske symboler i en vilkarlig formel « vise, at enhver
formel i UL er tilfredsstillet under o, og at enhver formel i UA ikke er tilfredsstillet under o.

Lad « veere en atomisk formel, dvs. der optraeder ikke logiske symboler i a og « har formen
Pi(t1,...,t,). Hvis « € UT', da er a” = T, og hvis a € UA, da er o’ = L ifglge definitionen af o
pa preedikater. Dette er induktionsbasen.

Antag i det folgende som induktionshypotese, at formlerne 8 og v begge er tilfredsstillet under
o, hvis 8,7 € UI' samt, at 3 og v ikke er tilfredsstillet, hvis 3, € UA. Antallet af logiske symboler
i formler bestaende af 3 og v kan gges ved at danne formlerne (1) =4, (2) 5 = v og (3) V3. Der
ses her bort fra —v,v = [ og Vxy, da de vil kunne behandles tilsvarende.

1. Lad a vaere formlen —. I tilfeeldet, hvor =8 € UI', findes det mindste ¢, hvor = er at finde i
antecedenten af I'; — A;. Ud fra definitionen af reduktion 1 fglger, at G findes i succedenten
af T'j41 — Ajy1 og dermed, at 8 € UA. Ud fra induktionshypotesen ma 3° = |, hvorved

(0 =T.

29Valget af univers er underordnet, blot skal der veere elementer nok til, at der kan foretages en injektiv tildeling
af veerdier til alle frie variable under interpretationen. Dette er opfyldt, hvis & er meengden af alle frie variable.
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Hvis formlen —f optraeder i UA, findes det mindste 7, hvor =3 er at finde i succedenten af
Iy — A;. Ifglge reduktion 2 vil 8 veere i antecedenten af I';1; — A;41. Dermed ma 8 € UL,
hvorved 7 = T ifplge induktionshypotesen. Af dette fglger, at (-3)7 = L.

2. Lad a veere pa formen 3 = 7. Hvis « € UT findes det mindste ¢, hvor § = ~y er i antecedenten
af I'; — A,;. Ifslge reduktion 3 vil reduktionstracet her dele sig i to grene. I den ene gren vil
ligge i antecedenten af I';y; — A;y;. Hermed er 47 = T, hvorved (§ = ) = T. I den anden
gren vil (3 ligge i succedenten af I';;1 — A;41. Hermed er 7 = L, hvorved (8 = v)? = T.
Det ggr saledes ingen forskel, hvilken af de to grene der er den uendelige gren — i begge
tilfeelde er (8 = )7 = T.

Hvis 8 = v € UA vil reduktion 4 give, at § ligger i antecedenten af I';;1 — A;1q og v i
succedenten. Derfor er 37 = T og 77 = L. Af dette folger, at (8= )7 = L.

3. Lad « veere pa formen Vz 5. Hvis o € UI" findes det mindste ¢, hvor Va5 ligger i antecedenten
af T'; — A;. I antecedenten af I';11 — A;41 vil veere formlen § med den fgrste frie variabel
indsat. I I';42 vil veere 8 med den naeste frie variabel indsat, da reduktion 5 skal gentages pa
a. Da grenen er uendelig, vil der veere et sted, hvor reduktion 5 er foretaget s4 mange gange,
at viiUI har $ med alle frie variable indsat. Da universet under interpretationen er maengden
af alle frie variable, vil 8% = T for alle elementer i universet, hvilket er ensbetydende med, at
(VxB) =T.

Lad Vz3 € UA. Ifglge reduktion 6 vil § ligge i succedenten af I'; ;1 — A;11 med en ikke tidlig-

ere brugt fri variabel indsat. Der findes et element i domeenet, der ifglge induktionshypotesen
gor 37 = 1 og dermed (Vz3)7 = L.

Det er vist, at enhver formel er tilfredsstillet under o, hvis den tilhgrer UI' og at enhver formel, der
tilhgrer UA, ikke er tilfredsstillet under o. Altsa er S ikke tilfredsstillet under o, og da der findes
en interpretation, hvorunder sekventen S ikke er tilfredsstillet, er S ikke logisk sand. Det ma derfor
geelde, at enten er S beviselig eller ikke logisk sand. Hermed er fuldsteendigheden af G vist.
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2.4 Akvivalensen mellem H og G,

I dette afsnit anskueligggres sekvivalensen mellem kalkylerne H og Ge. Et bevis af denne sekvivalens
bestar af to trin:

1. Vis, at alle aksiomer i H kan omskrives til logisk sande sekventer, samt at Modus Ponens
svarer til en gyldig slutningsregel i Ge.

2. Vis, at aksiomerne i G kan omskrives til logisk sande formler i H samt at slutningsreglerne
i Ge svarer til gyldige ssetninger om beviser i H.

Et stringent bevis af dette er ikke specielt vanskeligt, men en del af beviset, trin 2, er noget
omstaendeligt.

Vi begraenser os til under trin 1 at vise, at aksiom 1 og vi i H svarer til logisk sande sekventer
i Ge og at MP er en gyldig slutningsregel i Ge.

Aksiom 1 har formen oo = (6 = «) i H. I G skal vi derfor vise, at sekventen — a = (8 = «)
er en logisk sand sekvent. Da sekventen er Ge-beviselig, se figur 2.9, folger der af Gg’s sundhed,
at sekventen er logisk sand.

a— o
_ U
o, — « ::h

a— 3=« N,

—a= (= a)
Figur 2.9 Bevis for sekventen svarende til aksiom I.

At aksiom vI i H svarer til en logisk sand sekvent i Ge far vi ved at finde et Ge-bevis af
sekventen — Vza = a(z/t), se figur 2.10, hvorefter det af sundheden igen fplger, at sekventen er
logisk sand.

a(z/t) — a(x/t) v
Vrea — a(z/t) N
— Vea = a(z/t)

=h

Figur 2.10 Bevis for sekventen svarende til aksiom VI.

Et bevis for, at MP er gyldig i Ge, far vi ved fglgende. Ved brug af MP i H er formlerne «
og a = (3 givet som praemisserne. Dette svarer til, at sekventerne — a og — a = [ er givet
som praemisser i et Ge-bevis. Da kan MP repraesenteres i Ge ved et snit, se figur 2.11. Det er nu
skitseret, hvordan det bevises, at der til enhver H-formel svarer en logisk sand sekvent i Ge.

—a=f
T a— [

— B

Figur 2.11 MP repraesenteret i Ge. Udledningen af ’slet’-regler er gennemgaet pa side 34.

:>h,slet
Sn

For at skitsere et bevis for trin 2 vises det, at slutningsreglerne =5 og A, er gyldige i H. Hvis en
slutningsregel i Ge skal repraesenteres i H, bruger vi den intuitive udlsegning af sekventen I' — 3, ~,
hvorved vi i H far, at I' g 3 eller I' Fgg .30

30For de intuitive tolkninger af sekventer se side 27.
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Ud fra denne tolkning af en sekvent udtrykker slutningsreglerne udtynding, kontraktion og
ombytning trivielle egenskaber ved bevissymbolet Fyg.

Slutningsreglen =, folger af deduktionsszetningen (se side 19), da der ifplge deduktionsssetnin-
gen geelder, at I', a g 6 medforer I' by o = 5, som pa sekventform er reglen:

I'a—pg

——— _der netop er reglen =, .

Ay svarer i H til et bevis af (i) at o, I' Fgr  medforer aAS, I g 0. Det vises let i H, at Fg aAf = a;
hvorved et bevis af (i) under antagelse af o, I" Fgr § ser ud som angivet pa figur 2.12.

L ang (Praemis)

2. ahf=a (H-formel)

3. « (MP)

4. T (Przemis)
(Antagelse)

n. o

Figur 2.12 Bevis for at A, kan vises i H.

Hermed er @kvivalensen mellem H og Ge anskueliggjort, og som nsevnt ovenfor er det ikke
specielt vanskeligt at give et bevis af denne sekvivalens ud i alle detaljer.
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LUKKET MED [(x3)

Iy, B(z1), B(z2), a(z1), f22), B(23) — B(23), A3 (= 1 ant.)

LUKKET MED «a(z3)

Iy, (1), B(w2), az1), a(w2), a(zs) = B(24), a(z3) — afz3), B(x3), Az (Vi ant.)
Iy, B(z1), B(z2), (1), a2) — w3), B(w3), A3 (= 1 ant.)

\

Iy, B(z1), B(x2), ax1), ax2), ax3) = B(x3) — B(xs3), As (Vi ant.)
Iy, B(x1), B(x2), a(x1) — B(x3), A3 (= 1 ant.)

)

LUKKET MED «a(x2)

Iy, B(x1), az1), a(xg) = B(xs), a(z2) — a(xz), B(xs3), As (V1 ant.)
Iy, B(x1), a(x1) — a(w2), B(x3), As (= 1 ant.)

\

g
g

I3, B(z1), a(z2) = B(x2), (1) — B(x3), A3 (V i suc.)
I3, B(x1), a(ze) = B(z2), a(x1) — VxS, Ay (Vi ant.)
Iy, B(x1), Vea — VxS, Ay (= 1isuc.)
Ily, B(z1) — Yea = Vo[, A (= 1 ant.)

LUKKET MED «(r1)

I3, a(z2) = B(z2), a(x1) — Va b, a(x1), Ao (Vi ant.)
Iy, Vea — V5, az1), Ao (= 1suc.)
Iy — a(xy),Vea = VB, A1 (= 1 ant.)

\

II;, a(z1) = B(x1) — Vea = VeF,A (Vi ant.)
V(o = ) — Vea = Vaf, A1 (= isuc.)
—Ve(a = ) = (Vea = V)

Figur 2.13 Eksempel pa et reduktionstree, hvor alle grene lukker. Da — Vz (o = ) = (Vo a = Vz 3)
svarer til aksiom 1V i preedikatkalkylen H (se definition 2.2.2 side 18) Vx (o = ) = (Vz o = Vz ) er
beviseligheden af — Vz (o = ) = (Vx a = V& ) i G ikke overraskende.
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Kapitel 3

Ufuldsteendighed af PA

I det foregaende kapitel viste vi den semantiske fuldsteendighed af praedikatlogikken. I dette kapitel
vil vi pa et overordnet plan vise den syntaktiske ufuldsteendighed af PA — en formaliseret udgave
af Peano-aritmetikken, teorien om de naturlige tal.

Den syntaktiske fuldsteendighed er et helt andet begreb end den semantiske. Et aksioma-
tiseret system siges at veere syntaktisk fuldsteendigt, hvis det for alle formler oo uden frie variable
gaelder, at a eller ~a er beviselig i systemet.! Kalkylen K er syntaktisk fuldsteendig, hvis det gaelder,
at Fx « eller Fg —a for enhver formel « i det sprog, som K-formlerne er udtrykt i.

Hilberts program gik ud pa at sikre matematikkens grundlag saledes, at formaliseres f. eks. en
ikke-formaliseret struktur i matematikken i et system S pa en passende made, sa vil S omfatte
alt, som er ngdvendigt for formelt at bevise de formelle formler, der korresponderer til ssetningerne
tilhgrende den ikke-formaliserede form af strukturen. Hilberts pastand var derfor, at for enhver
formel o uden frie variable kan enten « eller —a fgr eller siden bevises i S. S vil derfor veere
syntaktisk fuldsteendigt. Kurt GOdel viste i 1931 med sine ufuldstaendighedssaetninger, at dette
ikke er muligt, sa leenge strukturen mindst indeholder den del af Peano-aritmetikken, som ggr det
muligt at konstruere en nummerering af objekterne i PA, den sékaldte GOdel-nummerering. GOdel
viste, at givet en kalkyle indeholder PA og er konsistent, vil den vaere ufuldsteendig, og konsistensen
af kalkylen kan ikke vises inden for kalkylen selv. Selv inden for den finite kerne i Hilberts program,
kan en GOdel-nummerering konstrueres, hvorfor Hilberts program er forbundet med grundleeggende
problemer.

Hermed viste GOdel, at Hilberts tanke om et konsistensbevis af f. eks. den formaliserede
mangdelere ZF, der indeholder PA, udelukkende ved brug af ’finite’ (i Hilberts forstand) ar-
gumenter var og er uopnaeligt.

3.1 Formalisering af Peano-aritmetikken

1 1889 fremlagde Peano fem postulater til karakterisering af de naturlige tal. Postulaterne samt en
nyere udgave formuleret i £1, hvor addition og multiplikation er inkluderet, findes i appendiks A.
Med addition og multiplikation udggr postulaterne Peano-aritmetikken.

Den formaliserede udgave af Peano-aritmetikken PA fas kort fortalt ved at udvide G med nogle
ekstra initialsekventer samt en ny slutningsregel. Udvidelsen korresponderer til den nye udgave af
Peanos postulater.

PA er formuleret i sproget Ly, der indeholder nye funktionssymboler, sa vi kan symbolisere
eksempelvis operationerne addition og multiplikation.

!Det bgr bemzerkes, at enhver inkonsistent teori ifslge denne definition er syntaktisk fuldsteendig.
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3.1.1 DEFINITION. Sproget Ly defineres som det £; sprog, der indeholder fglgende symboler:
Individsymbolet: 0
Funktionssymbolerne: S, 4+ og -
Preedikatsymbolet: = ]

Da den tilsigtede interpretation er over domaenet af naturlige tal, vil de formelle symboler i Ly
svare til de naturlige tal og relationer og operationer mellem disse. Variablene i Ly betragtes derfor
som talvariable, og til et naturligt tal n i domeenet svarer der en term S...S0 (n S’er foran 0) i
L, ogsa betegnet 7.

3.1.2 DEFINITION. PA opnas ved at fgje induktionsprincippet, i form af en slutningsregel
kaldet Ind, og fglgende intitialsekventer til Ge:

(a) Matematiske initalsekventer

Ss=S5t—s=t,
Ss =0 —,
—s4+0=s,

— s+ St=5(s+1),
—s5-0=0,
—s-St=s5-1t+s,

hvor s og t er vilkarlige £y-termer.
(b) Slutningsreglen Ind

ala),T — A,a(Sa)
a(0),T — A, a(s)

hvor a, der kaldes egenvariablen, ikke forekommer i A eller i antecedenten af den nedre sekvent.
a(a) er en vilkarlig £ n-formel, hvor a(a) betegner a(x/a) i lighed med slutningsreglerne i definition
2.33, og s er en vilkarlig £Ly-term. o kaldes induktionsformlen og graden af en induktionsslutning
er graden af induktionsformlen. O

PA er en omfattende teori, hvor de egenskaber, vi kender fra Peano-aritmetikken, er repraesen-
teret. For eksempel kan kommutativitet og associativitet af operationen + vises i PA, nemlig ved
at vise, at hhv. sekventerne — a +b=>b+a og — (a+b) + c=a+ (b+ ¢) er beviselige i PA.

Nar antecedenten er tom, vil vi fremover — for at lette pa notationen — skrive Fpa « i stedet
for Fpa— a og dermed sige, at formlen «, i stedet for sekventen — «, er beviselig i PA.

3.2 Ufuldstaendighedssaetningerne God; og God;

I det folgende arbejder vi for at opna et sa generelt resultat som muligt, med en tilfzeldig, fastholdt
udvidelse af PA, kaldet ekstensionen. Et system S siges at vaere en ekstension af PA, hvis det
geelder for enhver formel «, at Fpa « medfgrer g a.

Det eneste vi har brug for i beviserne for God; og Goda, der ikke er indeholdt i praedikatlogikken,
er de primitive rekursive funktioner. Disse skal benyttes til at konstruere et preedikat, der haevder
beviselighed. Praedikatet kaldes Bevg(x,y), som laeses 'z er et bevis for y i S’.
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3.2.1 Primitive rekursive funktioner

De primitive rekursive (PR) funktioner er (lgst sagt) funktioner pa de naturlige tal opnaet ved
rekursion. Denne rekursion er defineret ved nogle initialfunktioner, der udggr en basis, samt nogle
regler for, hvordan der ud fra initialfunktionerne kan genereres nye funktioner. De primitive rekur-
sive funktioner siges at veere beregnelige, da funktionsveerdien for et givet input altid kan ’regnes
ud’.?
3.2.1 DEFINITION. Fglgende tre funktioner er primitive rekursive initialfunktioner:
(a) Z(z)=0 nul,
(b) S(z)=z+1 efterfolger,
(¢) F(x1,...,xy) =x; projektion, hvor 1 <i < n.
Ud fra pa forhand givne primitive rekursive funktioner kan nye genereres efter reglerne:

(d)  f(z1,...,zn) = g(hi(z1, ..., 2n), -y hm(21,...,2,)) sammensatning,
(e) f(Z(m)vxl,"'vxn):g(xla---amn)a
f(S(z),z1,...,2n) = h(f(z,21,...,24),2,21,...,2,) rekursion.
I sammensaetningen er f PR hvis g, hq, ..., hy er PR, og i rekursionen er f PR hvis bade g og
h er det. O

3.2.2 EKSEMPEL. Eksempler pa primitive rekursive funktioner er de konstante funktioner.
f(xz) = 1 opnas ved sammensatning, hvor g-funktionen er efterfolger-funktionen og h-funktionen
er nul-funktionen. De resterende konstante funktioner opnas derefter ved iteration. Her vises, at
addition er PR. Betragt rekursionen:

f(Z(x),n) = g(n),

f(S(x),n) =h(f(z,n),z,n).

I ethvert tilfeelde, hvor g og h er PR vil f ogsa veere PR. Hvis g(n) = n vil g veere en projektion
og dermed PR. h defineres som S(F}(z1,x2,x3)), hvor Fi(z1,22,23) = x1, og altsa ogsa er en
projektion. h er en sammensatning af efterfglgerfunktionen og en projektion og dermed PR. Med
definitionerne af h, S og Z indsat bliver rekursionen:

f (Oa n) =n,

f(x+ 17”) - S(f(xvn)) = (f($7n)) +1

Funktionssymbolet '+’ kan defineres som f(n,m) = n + m, hvorved der fas

0+n=n,

(r+1)+n=(x+n)+1,

hvilket svarer til definitionen af addition i appendiks A. Det er saledes vist, at addition er en
PR funktion. Ligeledes kan det let vises, at multiplikation er PR.3 U

3.2.2 Reprasentérbarhed

Vi siger, at funktionen f kan repreesenteres i PA, hvis der findes et formelt funktionsudtryk f
sadan, at det for alle n, m gaelder, at:

f(n) =m hviss Fpa f(R) =m.

Vi skelner her mellem formelle og uformelle udtryk ved, at det formelle udtryk (funktionssymbolet)
for en primitiv rekursiv funktion f betegnes ved f, praedikatet P betegnes formelt ved P og det
naturlige tal n betegnes formelt ved dets talveerdi 7.

2For en uddybning af beregnelighed se evt. [BELL & MACHOVER, 1977; kap. 6].
3En liste med nogle simple PR funktioner er givet i [KLEENE, 1952; pp. 222].
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Da enhver primitiv rekursiv funktion kan udledes formelt i PA, er det klart, at de primitive
rekursive funktioner kan repraesenteres i PA.

3.2.3 EKSEMPEL. Betragt den primitive rekursive funktion f(x), der betegner det stgrste
primtal mindre end eller lig 2.* Til at formalisere f(z) har vi brug for relationen R(z,y), der
udtrykker, at x gar op i y. R(x,y) kan formelt skrives som:

R(z,y) hviss 3z(y = z°w).
Derneest har vi brug for egenskaben at vaere et primtal
prim(y) hviss Vo<y(z# 1= -R(z,y)).
Da bliver den formelle udgave for f(z)
y = f(z) hviss prim(y) A (Vz(2<z A prim(z)) = 2<y) A y<z.

f(x) er hermed formaliseret i PA, og det kan vises, at f kan repraesenteres i PA. O

3.2.3 Yderligere forberedelser

Vi konstruerer en injektion ind i N fra alle syntaktisk velformede tekststrenge. Til ethvert naturligt
tal betegner vi en talveerdi i det formaliserede system. Der skal nu kodes i S; ekstensionen af PA.
Hvert symbol i S tildeles en kode i form af en talveerdi 72, der er den formelle repraesentant for
gOdelnummeret n. Ligeledes tildeles formler, beviser mm. entydigt en kode. Formlen « vil tildeles
talveerdien [a], hvor [a] er gOdelnummeret for . Denne kodning er helt central for de kommende
beviser af God; og Goda, men ikke desto mindre noget kedsommelig.® Det er denne kodning, som
kaldes GOdel-nummereringen. Substitutions-operatoren Sub(a(z),t) = a(x/t) kan repreesenteres i
S, da den er en primitiv rekursiv funktion. I S betegner vi den ved funktionssymbolet Sub. For
formler a(x) og termer t med koden [t]| gaelder det:

s Sub([a(2)], [t]) = [a(t)].

Derudover skal bevispraedikatet konstrueres. For preedikatet Bevg(z,y) definerer vi fglgende:
s Bevs(t1,t2), hviss t; er koden for et bevis i S af formlen med koden ts. Det fglger heraf,
at der eksisterer en lukket term ¢ si g «, hviss g Beuvs(t, [a]).

Definerer vi dernaest

BeS(y) ~ 3QjBeUS(gja y)7

opnar vi et preedikat, der haevder beviselighed i S.

“Funktionen f(z) er PR, da der kun indgar begraensede kvantorer i definitionen af f, dvs. til en hvilken som helst
talveerdi n kan f(n) findes. Se [BELL & MACHOVER, 1977; p. 242].
°For en gennemgang af kodningen henviser vi til [SMORYNSKI, 1977; p. 829-836].
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Kodningen af hele systemet kan udfgres pa en siddan made, at fglgende er opfyldt for enhver
formel o uden frie variable:

(D1) ks « hviss kg Beg([a]).
(D2) ks Bes([a]) = Bes([Bes([a])]).
(D3) ks Bes([a]) A Bes([a = f]) = Bes([3]).

D1, D2 og D3 kan betragtes som forudsaetninger for beviserne af de kommende GOdel-szetninger.5

3.2.4 Bevis af God; og God,

Nedenstaende lemma bliver brugt til at bevise GOdels ufuldsteendighedsssetninger.
3.2.4 LEMMA. Lad a(z) i S vere en formel med kun z som fri variabel. Da findes der en formel
(3 uden frie variable, saledes at:

Fs B < o([B]).
)

Bevis. Lad a(z) vaere givet og lad ¢(z) < «a(Sub(z,z)) vaere 'diagonaliseringen’ af «. Lad
m= [p(z)] og B = p(m ) Da fglger det, at

Dette lemma kaldes for fikspunktlemmaet, da 3 fungerer som en form for fikspunkt for a.
Beviset for ufuldstezendighedsssetningerne er nesesten udelukkende syntaktisk. Det eneste begreb vi
gor brug af, ud over syntaks, er begrebet repraesent,rbarhed.

Vi definerer nu a(z) som —Bes(x), og er derfor i stand til at vise fglgende:

3.2.5 SAETNING. Gdd;. Der findes en formel ¢ saledes at:

(i) Fsd,

(il) Fs —0.
Bevis. Lad ¢ vaere formlen uden frie variable, som er fikspunktet for —~Beg(z). Det gaelder da, at
|—S = —\Bes([(ﬂ).

(i) Antag =g 6. Da fglger det af D1, at kg Beg([6]). Men af fikspunktlemmaet folger det, at
Fg 0 medfgrer Fg =Beg([J]). Dette er i modstrid med antagelsen om, at S er konsistent.

(ii) Antag Fg —d. Da fglger det af fikspunktlemmaet, at g =—Beg([d]), hvorefter D1 giver
Fs d. Dette er igen i modstrid med, at S er konsistent. |

Vi saetter nu « til at veere (0 = 1) og definerer Kong som —Beg(«). Hvis vi kunne bevise Kong
i S, vil vi ifglge Hilbert have bevist konsistensen af S. Men det kan vi ikke, tvaertimod kan vi vise
fglgende:

3.2.6 SETNING. Gods. Der gelder om Kong, at

fs Kons. (3.1)

SBiimplikationen i D1 gzelder dog kun under visse omstzendigheder. For en diskussion af dette og bevis af D1, D2
og D3 se [SMORYNSKI, 1977; pp. 827]. D1, D2 og D3 er igvrigt ogsa vist i ovenstaende form i [TAKEUTI, 1987; p. 83].
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Denne satning folger af Gody, samt D1, D2 og D3. Et bevis af dette vil i denne sammenhaeng
veere for omfattende.”

3.2.5 Konsekvenser af God, og God, for Hilberts program

Ovenstaende resultat kan generaliseres til andre teorier, nar blot teorien indeholder den primitive
rekursive aritmetik (PRA), saledes at fikspunktlemmaet kan vises. Vi kan sige, at hvis S’ er en
formaliseret aksiomatisk teori, der er mindst lige sa "steerk’ som PRA, og hvis S’ er konsistent, da kan
konsistensen af S’ ikke vises i S’. Dette folger direkte af Gods. Derved gdelaegges Hilberts program
i sin oprindelige form ,n gang for alle. Hilberts tanke om at sikre og godtggre idealmatematikken
inden for et formelt system udelukkende ved brug af den ’finite’ matematik, der svarer til den
primitive rekursive aritmetik, kan saledes ikke lade sig ggre. Skal konsistensen af f. eks. ZF, dvs. et
system, der indeholder en aktuel uendelighed, vises, ma midler og argumenter uden for ZF tages
i brug, og disse midler og argumenter ma — efter udfgrelsen af et konsistensbevis — tages under en
ngje behandling.

GOdel skriver:

>... it is conceivable that there exist finitary proofs that cannot be expressed in the formalism of
P.< [GODEL, 1931; p. 195],

hvor P er vores S. De finite konsistensbeviser slutter altsa ikke ved Gdds. Derimod viser Gods
naermest vejen, som skal lede frem til konsistensbeviserne: Sgg ikke-elementaere metoder, som ikke
desto mindre kan betragtes som veerende finite. Hilberts tanker omkring brugen af endelige metoder
er derfor stadigveek aktuelle, idet metoder, der ikke ggr brug af en absolut uendelighed, er et rimeligt
krav.

"En gennemgang findes i [SMORYNSKI; 1977].



Kapitel 4

Gentzens konsistensbevis for PA

Vi vil nu se, hvordan en passende udvidelse af finitisme-begrebet, pa trods af GOdels 2. ufuld-
steendighedssaetning, vil ggre os i stand til at vise konsistensen af den formaliserede Peano-aritmetik,
PA. Det oprindelige konsistensbevis for PA blev givet af Gerhard Gentzen i 1936 — fem ar efter
GOdels bevis af Gods.!

Set i lyset af Godo er det naturligvis yderst interessant at se, hvad der ssetter os i stand til
at bevise konsistensen af PA. Den grundlseggende id, i beviset er at konstruere ordinaltal, som
korresponderer entydigt til kompleksiteten af hvert bevis i PA.2 Disse ordinaltal lader sig ikke
formalisere i PA, og det er lige netop det faktum, der giver os styrken til at give et konsistensbevis,
der ikke er i modstrid med Gods. I en undersggelse af bevisets 'troveerdighed’ er det derfor helt
centralt at give en omhyggelig vurdering af konstruktionen af disse ordinaltal, da konsistensbeviset
for PA skal veere konstruktivt. Der gives i afsnit 4.1 en repraesentation af de konstruktive ordinaltal,
der overskrider PA-formalismen i forbindelse med den sakaldte transfinite rekursion, der er den
centrale del af beviset.

Ydermere er det interessant at se, hvor i beviset vi overskrider Hilberts finitisme, og om beviset,
efter en revidering af denne finitisme, kan betragtes som veerende finit. Som tidligere nsevnt svarer
Hilberts finitisme til formaliseringen af primitiv rekursiv aritmetik, PRA. Om Hilberts finitisme
kan karakteriseres ved PRA er et tolkningsspgrgsmal, da Hilbert aldrig var helt eksplicit med sin
finitisme, men synspunktet kan findes mange steder i litteraturen bla. [TAKEUTI, 1987], [SMORYN-
SKI, 1977] og [SIMPSON, 1988].

4.1 De konstruktive ordinaltal mindre end ¢

I den generelle meaengdelsere ZFAC? kan ordinaltallene repraesenteres flot og elegant ved det, der
kaldes von Neumann repraesentationen. Denne er efterhanden blevet standard og er formuleret i
appendiks B. Til vores konsistensbevis af PA gnsker vi naturligvis at medtage sa lidt som muligt,
der ikke kan formaliseres inden for PRA, hvorfor vi ikke har Zermelo-Fraenkels aksiomer til vores
radighed. I stedet ma vi give en rekursiv definition, og derfor kan vores ordinaltals repraesentation
virke lidt omstaendelig.

I det fglgende introducerer vi bla. symbolerne 0, + og w. Disse skal tolkes rent formelt, uden

'Den version af beviset, vi har valgt at ga frem efter, er givet i [TAKEUTI, 1987; pp. 97].

2Bemzerk brugen af ordet bevis i denne seetning. Det forste bevis (konsistensbeviset) er et metabevis, hvorimod
beviserne i PA er objektbeviser.

3Zermelo-Fraenkels aksiomer samt Axiom of Choice (Udvalgsaksiomet).

o1
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at man skal associere til noget seerligt, sasom at forsta w som et eller andet 'uendeligt tal’.* Or-
dinaltalsrepraesentationen skal forstas som en algoritme eller en procedure til at repraesentere de
konstruktive ordinaltal mindre end g, dvs. som en manipulation af konkrete objekter.

Vi definerer de konstruktive ordinaltal til at veere de objekter, der opnas ved fglgende rekursion:

1. 0 er et ordinaltal.
2. Givet ordinaltallene p, p1, 2, - . . , tin, da er w* og 1 + po + - - - + pp, ordinaltal.

Ordinaltal defineret pa denne made er konstruktive, da de er konstrueret ud fra ordinaltallet 0 og
et endeligt antal skridt af type 2 i rekursionen.

Seetter vi w0 til at vaere lig 1, ser vi, at de naturlige tal er indeholdt i de konstruktive ordinaltal.
Folgen hedder da 0,w?, w® +w?, ... svarende til de naturlige tal. I von Neumann repraesentationen
ender fglgen i limes-tallet w, der saledes repraesenterer en aktuel uendelighed. Der findes ikke limes-
tal i de konstruktive ordinaltal, da de ikke vil kunne konstrueres ud fra et endeligt antal skridt.
Rent uformelt vil w*’ kunne ses som svarende til limes-tallet w, men w*” forstas efter ovenstaende
definition som et konkret konstrueret objekt, der ikke har nogen egentlig fortolkning.

I Gentzens konsistensbevis bruges kun den del af de konstruktive ordinaltal, der er mindre end
ordinaltallet g, givet ved

c0= W } w gange.

Vi vil nu definere relationen < samt operationerne - og +. Disse besidder samme egenskaber, som
vi kender dem fra meengdelaeren, da eksempelvis + ikke er kommutativ (se evt. appendiks B). Forst
relationerne:

(1) < er en lineger ordning og 0 er dens mindste element.
(2) wt < w” hviss p < v.

Definitionen af < kan endnu ikke bruges til at ordne alle ordinaltal, da relationen kun kan sammen-
ligne ordinaltal bestéende af .t led. Det kan f. eks. afggres, at w® < w“o, men ikke om w? < w9 +w.
Dette bliver forst muligt efter (7).

Dernaest definerer vi fglgende, der gor det nemmere at handtere ordinaltallene:

(3) Lad pu # 0 veere et ordinaltal indeholdende en forekomst af 0. Lad y' veere ordinaltallet,
der fas fra pu ved at slette 0 og den overflgdige forekomst af +. Sa er u = p’. Hvis f. eks.

p=p1+p2+0+pz og p' =1+ po + pg er p=p.

(4) Ud fra den rekursive ordinaltalsdefinition ses det, at ethvert ordinaltal forskelligt fra 0 kan
skrives pa formen

wWht 4 wh? 4 - b, (4.1)

hvor ethvert p; ligeledes kan skrives pa formen (4.1), givet p; # 0. Hvert led w*i kaldes en
monomial af ordinaltallet.

Summen af to ordinaltal kan nu defineres:

1Vil vi alligevel have en vis forstaelse af w, siger vi inden for ZFAC, at w er limes-tallet for fglgen af de naturlige
tal 0,1,2,. ..
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(5) Lad p=wh +wh2 + -+ whk og v=w" 4w+ - +w".
Séeru_i_yzwlul +w/‘2++wﬂk +wyl _i_wVQ_i_..._i_ij.
Ethvert ordinaltal kan skrives pa den sakaldte normalform, der defineres i det fglgende. Formen
viser sig at veere nyttig, nar vi skal sammenligne to ordinaltal mht. ordningsrelationen <.

(6) Lad p veere et ordinaltal pa formen (4.1), som indeholder to pa hinanden fglgende led wti

og whitt hvor p; < pj41. Lad i’ vaere et ordinaltal opnaet fra p ved at fjerne 'w’i+4’. Sa er
i = /. Denne egenskab medfgrer, at + ikke er kommutativ.

(7) Af (6) folger det nu, at for ethvert ordinaltal u # 0 eksisterer der et ordinaltal pa formen
wh —i—qu _|_..._~_w#n,

hvor py > --- > pyn, sddan at p = wh* 4 --- + wh”. Dette kaldes normalformen af p.

Ved hjalp af normalformen kan vi give en leksikografisk ordning af ordinaltallene. Antag, at
p=wh 4+ ...+ whn og v =w" + .- +w”" er pa normalform. Fra (2) har vi, at u < v hviss
((wHt < W) og (whi = wYi, for alle j < i)) eller ((n < m) og (Wt = w"i, for alle i < n)).5
Af (7) folger f. eks. at w” < w® +w°, da p1 =0, v1 = 0 og v2 = 0 giver n < m og wh = w"i for alle
1 <m=1.
Dernaest definerer vi produktet af to ordinaltal:

(8) Lad p veere pa normalform og lad v > 0. Sé er p-w” = wH1t”. T tilfzeldet hvor v = 0 defineres
(9) Lad p og v veere som i (5). Sa er
M.]/:M.wul _i_uwl/?_i__i_uwy]

(10) (w*)™ defineres for ethvert naturligt tal n som w*-- - --wH (n gange), hvilket ifplge (8) er lig med
whtrtn (0 gange) - Af (8) fplger, at hvert u kan skrives pu-w® og dermed, at jui+- - -+ (n gange)
er ligmed p-w®+- -+ p-w® (n gange). Ifglge (9) er dette lig med pu- (W2 +---+w® (n gange)).
Hermed ma (w#)™ = w*™. Det blev i udregningen benyttet, at det naturlige tal n kan skrives
som det konstruktive ordinaltal w® 4 --- 4+ w® (n gange).

4.1.1 EKSEMPEL. Det vises nu, at - ikke er kommutativ. Betragt forst 2 - w*’ = (w® 4+ w0) - w*".
Dette er ifglge (8) lig med w®*", dvs. w*". Omvendt vil w*” - 2 = w*" - (W + w0) ifolge (9) veere
w* - w04w” w0, der er lig med w*’ +w*’. Altsd er (w0+w?)-w® # w0 (W'4uP) og 2.0’ # w2, O

Sluttelig definerer vi den naturlige sum #. Dette er en lidt speciel operation, som ikke
findes i von Neumann repraesentationen. Vi indfgrer den, fordi vi gnsker kommutativitet af sum-
operationen, hvilket vi ikke far af + som defineret under (5).

(11) Lad p og v veere ordinaltal givet pa deres normalform, dvs.
p=wtt + w2+t og v =W W+ WP (4.2)
Da er /“L#V = w/\l +w>\2 +e +wAn+m’ hvor {>\17>‘27 e -a)‘n+m} = {/11,,&2, ceey V1L, V2, } og
A1 > Ao > - > Apwm. Visiger, at p#v er den naturlige sum af p og v.

De konstruktive ordinaltal mindre end €y er nu karakteriseret. Et vigtigt resultat er, at ethvert af
disse ordinaltal kan skrives pa en normalform, der ggr sammenligning af to ordinaltal med relationen
< til en konstruktiv metode. Operationerne - og + er ogsa defineret, sa de udfgres konstruktivt.

5Symbolet < er udtryk for en ordning af de naturlige tal og skal derfor ikke forveksles med f. eks. symbolet <
defineret for ordinaltal i dette afsnit.
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4.2

Skitsering af beviset

Gentzens konstruktive bevis for konsistensen af Peano-aritmetikken kan skitseres pa fglgende vis:

(1)

(2)

4.3

Det vises i afsnit 4.3, at enhver nedadstigende kaede startende med et konstruktivt ordinaltal
mindre end &g vil terminere. Da har vi en konstruktiv velordning af ordinaltallene. Velord-
ningen vises ved brug af de sakaldte ordinaltals-eliminatorer.

Derefter gives der i afsnit 4.4 en procedure til entydigt at tildele ethvert bevis i PA et
konstruktivt ordinaltal mindre end gg.

Vi ved, at PA er inkonsistent, hviss der findes et bevis i PA af den tomme sekvent. Givet et
bevis B_. af den tomme sekvent gives en algoritme, de forberedende skridt, der omskriver
afslutningen af B_, saledes, at der i afslutningen af det omskrevne bevis B’ ikke findes abne
termer, logiske initialsekventer eller brug af slutningsreglerne Ind og U. Algoritmen gives i
afsnit 4.5.

Ydermere findes der efter de forberedende skridt i afslutningen af B’ et specielt snit, kaldet
det passende snit. Dette vises i afsnit 4.6.

Der defineres nu i afsnit 4.7 en reduktion af B’ kaldet den essentielle reduktion. Ek-
sistensen af et passende snit i afslutningen af B’ er en forudszetning for den essentielle
reduktion. Der gzelder om denne reduktion, at ordinaltallet for det reducerede bevis B”, er
lavere end ordinaltallet for B’ , samt at slutsekventen er den samme. Det sikres, at der altid
igen vil kunne foretages en essentiel reduktion pa det reducerede bevis af den tomme sekvent.

Da B”,, ligesom B’ og B_., er et bevis af den tomme sekvent, vil en kaede af reducerede
beviser (af den tomme sekvent) med faldende ordinaltal kunne konstrueres. Da den essentielle
reduktion kan gentages vilkarligt ofte, vil keeden af de nedadstigende ordinaltal — tilhgrende de
reducerede beviser — fortsaette uden at terminere. Dette vil veere i modstrid med, hvad der blev
vist under (1), nemlig at enhver nedadstigende kaede af konstruktive ordinaltal begyndende
med et tal mindre end ¢( vil veere endelig. Dermed er det vist, at der i PA ikke findes et
bevis af den tomme sekvent, og at PA derfor er konsistent.

Ordinaltals-eliminatorer

Vi vil nu vise, at enhver nedadstigende kaede begyndende med et ordinaltal mindre end g¢ vil
terminere, dvs. er endelig. Kan vi vise dette, vil vi have vist, at ordinaltallene mindre end eg er
velordnede, og at de derfor vil udggre en fornuftig basis for konsistensbeviset. Lad bg > by > ...
veere en strengt aftagende fglge.

(1)

Antag, at by < w eller by er et naturligt tal. Se pa en aftagende fglge, som starter med et givet
naturligt tal. Ved at skrive dens fgrste n led op ses det, at folgens leengde er hgjst n 4+ 1. Da
enhver strengt nedadstigende fglge af naturlige tal vil terminere, kan vi derfor i det fglgende
ga ud fra, at by ikke er et naturligt tal.

Antag, at ethvert b; i bg > by > ... er skrevet pa formen

W w4 wf kg, (4.3)

hvor ué > (0 og k; er et naturligt tal. Dette kaldes den kanoniske form af b;. Vi kalder

w4 wHe 4
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for 1-hoveddelen af b;. En falge, hvori k; ikke optraeder for noget b;, kaldes en 1-falge.
Vi vil nu beskrive en procedure, der til en givet aftagende fglge by > b1 > ..., hvor b; er skrevet
pa den kanoniske form (4.3), producerer en aftagende 1-folge ¢y > ¢; > ..., som opfylder, at

e ¢y er 1-hoveddelen af by.

e Vi kan vise, at hvis ¢g > ¢; > ... er en endelig (terminerende) folge, sa er by > by > ... det
ligeledes.

Proceduren giver os ud fra en folge b, en folge ¢ ved at eliminere nogle led i b-folgen. Fglgen c er
derved blevet simplere end b-fglgen.

Proceduren, som vi kalder en 1-eliminator, er ogsa givet rekursivt:

Seet b; = b, + k;, hvor b} er 1-hoveddelen af b;. Sa kan by > by > ... skrives som b)) + ko >
by + ki > ... Seet nu ¢y = by. Antag, at co > ¢; > -+ > ¢, er konstrueret pa en sadan made,
at cm er bj. Sa geelder enten, at b = by = .-+ = b, og bjy, er det sidste led i folgen, eller
vy =ty = =0, > b . Dette geelder, fordi b; = 0., = --- = b, = ... implicerer,
at kj > kji1 > -+ > kjypy1 > ..., der er en fgolge af naturlige tal, og som ifglge 1 derfor vil
terminere. Derfor vil enten hele fglgen terminere, eller det vil geelde at 2 4p > b; 4p41- Hvis det
forste er tilfaeldet, er vi feerdige. Hvis det andet er tilfeeldet, st ¢py1 = b;- At

Det folger af ovenstaende, at givet en endelig folge cg > ¢1 > « - > ¢, s& giver konstruktionen
af ¢11, at den originale b-fglge er endelig. Dette kan man overbevise sig om ved at antage, at

c-folgen er endelig men at b-fglgen ikke er det, hvorved en modstrid fas.

(1) Givet en aftagende folge by > by > ..., hvor by < w?. Ved anvendelse af en 1-eliminator pa
denne fglge kan vi konstruere en 1-folge ¢g > ¢y > ..., hvor ¢y < bg. Séd kan ¢g > ¢1 > ...
skrives pa formen w - kg > w - ki ..., hvilket medfgrer, at kg > k1 > ... Ved (1) ser vi da,
at kg > k1 > ... ma veere endelig, hvilket medforer, at ¢g > ¢y > ... og bg > by > ... er
endelige.

Vi vil nu definere en n-fglge saledes: Lad by > by > ... veere en aftagende folge pa formen

by +do > b} +di ... Det geelder om folgen, at hvis b; = b + d; sa vil hver monomial i b veere > w"
og hver monomial i d; vil vaere < w™, hvor vi kalder b for n-hoveddelen af b;. En sadan fplge kaldes
en n-fglge, hvis hver d; er tom.

Vi vil nu generalisere 1-eliminatoren og definere en n-eliminator, hvorom det geelder, at givet
en aftagende fglge by > by > ... produceres en n-fglge cg > c; > ..., som opfylder:

e ¢y er n-hoveddelen af bg.
e Vi kan vise, at nar ¢g > ¢; > ... er endelig, sa er by > by > ... det ligeledes.

Metoden er defineret ved:

Antag (som en form for induktionshypotese) at enhver aftagende folge eg > e; > ... med
eg < w" er endelig.

Seet b; = b} + d;, hvor b er n-hoveddelen af b;. Lad ¢y = bf,. Antag, at ¢y > ¢; > -+ > ¢, er
konstrueret og ¢, er b. Hvis b = b, = --- = b}, og b}, er det sidste led i den givne folge, sa er
vi feerdige. Ellers er b = b,y = -~ =0, > b, . fordi b, = b, =--- =0 =... implicerer
at dj > dji1--- > djqp, som ifglge induktionshypotesen er endelig. Det betyder, at d;ip+1 > djqp,
som medfgrer at b;-er > b;erH. Defin,r da ¢pq1 = b;ﬂjﬂ. Sa vil fglgen ¢y > ¢ > ... opfylde de
to ovenstaende punkter. For at overbevise sig selv om det, ma man igennem argumenter meget lig
de argumenter, der bruges under 1-eliminatoren.
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(111) Ved hjeelp af n-eliminatoren vil vi vise, at en aftagende fglge by > by > ..., hvor by < w1,

ma veere endelig. Ved at anvende n—eliminatoren pa fglgen by > b; > ... kan vi konstruere
en n—folge ¢ > c; > ..., hvor ¢y < by. b; kan skrives som w' - k;, hvor k; er et naturligt tal.
Sa w" - kg > w" - k1 > ..., hvilket implicerer at ko > k; > ..., som ifplge (1) er en endelig
fglge. Derfor er ¢y > ¢1 > ... endelig, hvilket giver at by > b1 > ... er endelig.

(tv) Fra (11), som en form for induktionsbasis og (111), som et induktionstrin, kan vi konkludere, at
givet et naturligt tal n, kan det vises, at enhver aftagende fglge by > b1 > ..., hvor by < wW"
er endelig.

(v) Enhver aftagende folge by > by > ... er endelig hvis by < w*, fordi dette betyder, at by < w",
for et vist n, og da geelder (1v).

Vi har nu overbevist os selv om, at enhver nedadstigende folge af ordinaltal, der begynder med et
ordinaltal mindre end w*, vil terminere. Det vil sige, at ordinaltallene op til w* er velordnede. At
vise at ordinaltallene mindre end ¢ er velordnede fglger meget de samme linjer som ovenstaende.
Der skal konstrueres nye eliminatorer, der minder en del om n-eliminatorerne. Dette er dog en
besveerlig proces da ordinaltallenes udformning efterhdnden nar en veeldig kompleksitet. Laeseren,
der efter at have naet w®, ikke er overbevist om, at velordningen op til g9 er korrekt, henviser vi
til [TAKEUTI, 1987; pp. 90], hvor en udferlig gennemgang findes.

At ordinaltallene mindre end ¢ er velordnede fgler vi os overbeviste om. Eliminatorerne giver en
procedure eller en algoritme til konkret at se dette trin for trin. Dette gor, at vi kalder eliminatorerne
for konstruktive, og som sadan er de en fornuftig udvidelse af Hilberts program. Bemeerk, at vi
pa intet tidspunkt i det ovenstaende har refereret til eller gjort brug af en aktuel uendelighed. Vi
ser os derfor nu i stand til at praesentere et bevis for konsistensen af PA, der efter udvidelsen af
Hilberts program kan betragtes som varende finit.

4.4 Tildeling af ordinaltal til sekventer og beviser

Fgr vi kan tildele sekventer og beviser i PA ordinaltal, er det ngdvendigt at kunne inddele beviser
i PA i niveauer. Hertil benytter vi graden af Sn og graden af Ind. For definition af disse se side
28 og side 46.

4.4.1 DEFINITION. Hgjden af en sekvent S er den stgrste veerdi for graderne af slutningsre-
glerne Sn og Ind, der forekommer under S i beviset. Hgjden af S i beviset B betegnes h(S;‘B).
O

Det folger af definitionen, at hgjden af enhver slutsekvent er 0.

I det folgende vil det veere underforstaet, at ordinaltallene er skrevet pa normalform. Endvidere
vil betegnelsen wy,(u), for ethvert ordinaltal u og naturligt tal n, veere givet ved rekursionen:
wolp) = 1 0g wpi1(p) = wr W, Bt eksempel er wz(p) = W

Vi kan nu definere en entydig tildeling af ordinaltal mindre end ¢g til alle beviser og sekventer
i PA.

4.4.2 DEFINITION. Ordinaltallet til en sekvent S i beviset B skrives som o(S;‘B).

1. Initialsekventerne tildeles ordinaltallet 1.

2. Hvis S er en nedre sekvent i en af slutningsreglerne U, Uy, K,,, Ky, O, eller Oy, og ordinaltallet
for den gvre sekvent i slutningsreglen er u, da er o(S;8) = p.

3. Hvis S er nedre sekvent i en af slutningsreglerne A, Vp,=-p, 7h, 7w eller i en af de kvan-
toriske slutningsregler, og ordinaltallet for den gvre sekvent i slutningsreglen er u, da er
o(S;B) = p + 1L
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4. Hvis S er den nedre sekvent i en af slutningsreglerne Ay, V, eller =, og de gvre sekventer
har ordinaltallene p og v, da er o(S;*B) = u#v.

5. Hvis S har hgjden [ og er den nedre sekvent i et snit, og de gvre sekventer har ordinaltallene
w og v og hgjden k, da er o(S;B) = wi_;(u#v). (Hvis snittet ikke sendrer pa hgjden af den
nederste sekvent i forhold til den gverste sekvent, dvs. hvis snittet er af en lavere grad end
de Sn og Ind, der forekommer under S, bliver k —1 = 0. Derved bliver ordinaltals-tildelingen
af S som under 4.)

6. Hvis S med hgjden ! er den nedre sekvent i en Ind, og ordinaltallet for den gvre sekvent er
i, og hgjden af den gvre sekvent er k, da er o(S;B) = wir_j+1(p1 + 1). (Husk, at p er pa
normalformen, og at p; fremkommer ved p = wht + -+ + wh» hvor pu; > -+ > py.)

Ordinaltallet for et bevis B, er ordinaltallet for ‘B’s slutsekvent. Dette skriver vi som o(’B). O

En sti i et bevis er en folge af sekventer, der opfylder, at folgen begynder med en initialsekvent
og ender med slutsekventen. Det ma yderligere gaelde om fglgen, at enhver sekvent, undtagen
slutsekventen, er den gvre sekvent i en slutningsregel, og er umiddelbart efterfulgt af den nedre
sekvent i samme slutningsregel.

4.4.3 LEMMA. Antag, at beviset B indeholder sekventen Sy, samt at der ikke er nogen Ind
under Sy og lad By veere den del af 9B, som beviser Sy. Lad By, veere et andet bevis for Sp,
hvor B’ er det bevis, som fremkommer fra 9B, hvis B erstattes med By. Da gaelder det, at hvis
0(So;B') < 0(Sp;B), da er o(B) < o(B).

BEVIS. Betragt en stii B, som indeholder Sy. Vi viser ved induktion, at for enhver sekvent S,
der er Sy eller under S i stien, vil det geelde, givet o(So; B’) < 0(Sp; B), at o(S;B') < o(S;B),
hvor (S;B’) er sekventen, som svarer til (S;B) i B’

Hvis S = Sy er o(S;B') < o(S;B) ifplge antagelsen.

Antag nu, at sekventen S, er den sekvent i beviset B, som star n slutninger under Sy, og
at 0(Sp;B') < 0(Sy,;B). Dette er induktionsantagelsen. Uanset hvilken slutningsregel, der bliver
benyttet fra (S,,B) til (S,11,DB), vil den samme slutningsregel bringe (S,,; B’) til (Spy1;B’). Da
h(Sn;B) = h(Sn;B') og h(Sni1;B) = h(Snr1;B’) vil tildelingen af ordinaltal ifglge definition
4.4.2 punkt 2 og 3 resultere i, at 0(Spy1;B') < 0(Sn11;B). Hvis tildelingen sker ifglge punkt 4, 5
og 6, ses det, at 0(Sp41;B’) < 0(Spi1;DB). Den sidste konklusion fglger, da den naturlige sum #
er strengt monoton dvs. hvis u < v sa er u#k < v#k. Det fglger heraf, at hvis S er slutsekventen
i B, saer o(S;B') < 0(S;B), hvilket vil sige, at o(B’) < o(B). [

4.5 De forberedende skridt

Givet et bevis B _, af den tomme sekvent, vil vi nu give en algoritme, der giver et omskrevet bevis
B’ af den tomme sekvent. Denne algoritme kalder vi de forberedende skridt. Konkret giver de
forberedende skridt ud fra B_, et nyt bevis B’_, hvor der i afslutningen af B’ findes et sakaldt
passende snit. Til et sadant passende snit vil vi derefter definere en reduktion pa afslutningen af
B’ saledes at ordinaltallet ssenkes. Det viser sig, at efter en sadan reduktion kan de forberedende
skridt foretages igen, og et nyt passende snit vil fremkomme. Derfor vil ordinaltallet for beviset
kunne s@enkes vilkarligt mange gange. Dette er i modstrid med at enhver nedadstigende kaede
begyndende med et ordinaltal mindre end g¢ vil terminere, og det vil saledes veere vist, at den
tomme sekvent ikke kan bevises i PA, hvorfor PA er konsistent.

4.5.1 DEFINITION. En klynge er en fglge af formler, som starter med en initialformel eller en
udtynding, og som slutter med en formel i slutsekventen eller er en snitformel (se figur 4.1). O
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4.5.2 DEFINITION. Efterfglgerformlen til en formel « i klyngen er bestemt pa fplgende made:

(a) Er a indeholdt i den gvre sekvent af jn af slutningsreglerne udtynding, kontraktion eller
ombytning, er efterfplgerformlen i den nedre sekvent .

(b) Hvis « er en snitformel, har « ingen efterfplger.

(c) Hvis a er indeholdt i den gvre sekvent i en af de udsagnslogiske eller kvantoriske slutningsre-
gler, og « er den formel, som bliver omformet ved brug af slutningsreglen, er efterfglgerformlen
den nye formel i den nedre sekvent. Hvis « ikke bliver omformet ved brug af slutningsreglen,
er efterfglgerformlen den formel «, som forekommer i den nedre sekvent. O

4.5.3 DEFINITION. Afslutningen af et bevis B er defineret ved folgende:
(a) Slutsekventen ligger i afslutningen.

(b) De gvre sekventer af en slutningsregel ligger i afslutningen, hviss den nedre ggr, undtaget
herfra er dog de sekventer defineret ved (c) nedenfor.

(¢) De gvre sekventer af en udsagnslogisk eller en kvantorisk slutningsregel, hvor den principale
formel tilhgrer en klynge, der slutter med et snit, er ikke indeholdt i afslutningen. En sadan
slutning, hvor de gvre sekventer ikke er indeholdt i afslutningen, men hvor den nedre er,
kalder vi for en graenseslutning. g

I eksemplet i figur 4.1 er afslutningen hele beviset undtagen initialsekventerne.
4.5.4 DEFINITION.

(a) En logisk formel er en formel, hvori der forekommer mindst et logisk symbol.
(b) Et snit, hvor snitformlen er en logisk formel, kalder vi et essentielt snit.
(c) En initialsekvent af formen o — « kalder vi en logisk initialsekvent. g

Vi er nu naet til selve proceduren de forberedende skridt, der er givet efter folgende ’skridt-
nummerering’:

1. Hvis afslutningen af 8 _, indeholder frie variable, som ikke er egenvariable, erstat da alle disse
variable med konstanten 0. Ved dette skridt far vi lukket alle termer i afslutningen.

2. Hvis afslutningen indeholder brug af Ind, betragt da den nederste af disse og kald denne
Ind'. Kald den del af B_,, som beviser den gvre sekvent af Ind' for ®B_, o, og lad den
gvre sekvent S og den nedre sekvent Sy i Ind have hgjderne [ og k. Hvis o(S) = pu, er
0(S0) = wi—k+1(p1 + 1). Da alle frie variable i afslutningen er blevet elimineret, vil termen

A I'—-0,a I"'—0.p3 a, I — A )
IO, aNp aA G, I — N
I'—0,anp a1l — A

I — 6,A

Figur 4.1 Eksempel pa to klynger i et bevis. De gverste sekventer i beviset betragtes som vaerende
preemisser. Klyngerne er indrammet.
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s 1 Sy veere en lukket term, og det kan vises, at der findes et tal m, saledes at — s = m
er beviselig i PA uden brug af essentielle snit eller Ind.® Af samme arsag vil der findes et
bevis for F(m) — F(s). Induktionen lgber saledes over et endeligt antal variable, nemlig m.
Dette kan gores ved at benytte delbeviset B_, 5. I B_,  erstattes termen s med henholdsvis
1,2,...,m, sa der fremkommer m forskellige del-beviser. Beviset B’ kan bygges op efter
formen angivet pa figur 4.2.

Da alle slutsekventer pa hver af de n del-beviser har den samme grad, vil de sekventer, som er
maerket med en stjerne, have den samme hgjde, da alle snit har ssammme grad. Derfor vil disse
sekventer ogsa blive tildelt det samme ordinaltal u. Da beviset for sekventen F'(m) — F\(s)
hverken indeholder essentielle snit eller Ind, vil o(F(m) — F(s)) = ¢ < w. Dette folger af
definition 4.4.2 punkt 2—4.

Se [TAKEUTI, 1987; p. 77].
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Ordinaltallet til hver af de stjerne-maerkede sekventer vil kunne tildeles pa folgende vis:

0(S*2) = p#tp, 0(S*) = p#p#p, ... o(S*) = wi_k(pxm+q) , hvor pxm +q < w1t da
q < w. Derfor vil

o(So; BL.) = wip(px m + q) < w41 + 1) = 0(Sp; B-).

Da 0(Sg;B",) < 0(Sp; B_.), vil o(B") < o(B_.) ifslge lemma 4.4.3.

Hvis der findes Ind i afslutningen af B_,, giver skridt 2 et 'reduceret’ bevis B’ for B_.,
hvorom det geelder, at o(B’,) < o(B_.). Vi har saledes reduceret B_, til et bevis B’ med
et mindre ordinaltal, og vi er feerdige.

Antag derfor, at der ikke findes en Ind i afslutningen af 28 _,, hvorfor der fortsattes til skridt 3.

F(0),T — A, F(m)*™ (q) F(m) — F(s)

on FO),T = A, F(s)

Figur 4.2 Elimination af induktion i afslutningen.

3. Hvis afslutningen af ®8_. indeholder en logisk initialsekvent e — «a, ma efterfglgere til a’erne

i de to tilhgrende klynger blive fjernet fra beviset ved brug af snitregler, da slutsekventen
er tom. Da der hverken forekommer Ind, udsagnslogiske eller kvantoriske slutningsregler i
afslutningen af B_., vil enhver efterfglgerformel i klyngen v‘re af samme form som formlen
i initialsekventen. Antag, at det er en efterfglgerformel « i antecedent-klyngen, der bliver
‘snittet’ v'k fgrst. I stedet for at lade « blive introduceret i afslutningen, for derefter at blive
fjernet, kan snittet udelukkes, og det a, som er tilbage som en efterfglger til succedenten, kan
indfgres ved en Uj,. Se figur 4.3.

Da der stadigveek vil veere en formel « pa succedent-siden, som skal ’snittes’, vil hgjden af
den nedre sekvent i det forste snit i B_, og den tilsvarende sekvent i B’ veere den samme.
Da fglger det af lemma 4.4.3, at o(8".) < o(B_.).

Hvis det er en efterfglgerformel i succedent-klyngen, der bliver ’snittet’ vaek fgrst, fglger
argumentet ved symmetri-overvejelser. Hvis der er en logisk initialsekvent i afslutningen,
findes der altsa et reduceret bevis B’ for B_,. Antag derfor, at der ikke findes Ind eller
logiske initialsekventer i afslutningen og fortsaet til skridt 4.
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a—
B
= r—A
S _ToAa anos _roda gy
INil—- A= IN'IlI—- A=
— —

Figur 4.3 Reduktion med en logisk initialsekvent i afslutningen.

4. Hvis der findes en udtynding i afslutningen, betragt da den nederste udtynding U i afslut-
ningen, og kald den formel som bliver tilfgrt for a. Da slutsekventen er tom, ma der veere
et snit J, hvor snitformlen er en efterfolgerformel til a. Antag, at der ikke bliver benyttet
kontraktioner pa a mellem udtyndingen U og snittet J. Da kan B_, reduceres til B’ . Se
figur 4.4.

-z
Q H/ N E/ UU (U) H/ N E./
= NI — = l
Sn (J) (:ul) r'— A,Oé (:ué) OC,H — = (k) Uha Uv EM2) - = ( )
(v) T,II = A B () V)T, — AE ()
— —

Figur 4.4 Reduktion pa en udtynding i afslutningen.

Lad h(T, 1T — A, Z;B_,) =1 og h(a, 1T — Z;°B_,) = k. Det ma geelde, at | < k og h(II —
=B ) = W, — AE;B ) =1, da h([,II - A,Z;98 ) = ([, - A Z;B_.). Lad
S veere en sekvent i B_, over o, II — Z, og lad S’ veere den tilsvarende sekvent i B’ . Da
del-beviset fra a,II' — Z’ til o, II — Z svarer til del-beviset fra II' — Z’ til II — = kan det
ses, at

Wiy 1y (0(S;B)) > 0(S;B"), hvor ky = h(S;B_) og ka = h(S;B"). (4.4)
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Sekventerne tildeles ordinaltal: o(' — A, o;B_) = pu1, o(la,II — Z;B_) = puo,
oD, 1T — AZB) =v, ofll —» ZB") =y og o, 1T — AZ;B" ) = /. Det ses,
at phy = v/, idet slutningsreglerne U, og U}, ikke e&ndrer sekventens ordinaltal. Ud fra formel
4.4 fas wp_i(u2) > ph. Herefter fas v = wp_j(pa#tp1) > wr—i(u2) > ph = v/, Altsa vil
o(B’.) < o(®B_,). Antag nu, at der bliver benyttet kontraktioner pa o mellem U og .J. Da
kan B _, reduceres til €. Se figur 4.5.

B_,
I —=
! =/ Uv
a,Il" — 2
Ir—=
Oé, a’ Hl/ N EII K
11" =" v 11 ="
«, — = «, — =
a, Il - = a, Il - =

Figur 4.5 Reduktion pa en udtynding i afslutningen.

Da brug af udtynding og kontraktion ikke sendrer pa ordinaltallet, vil o(*®8_,) = o(&). Derfor
kan der foretages en reduktion pa &€, som saledes ikke vil indeholde kontraktioner, og sluttelig
kan vi antage, at der ikke er nogen udtynding i afslutningen af beviset.

4.6 Det passende snit

Vi viser nu, at afslutningen pa 9B’ indeholder et passende snit. Dette snit er af vital betydning for
den senere essentielle reduktion.

4.6.1 SAETNING. Der findes ikke et bevis af den tomme sekvent, som kun indeholder matema-
tiske initialsekventer, udtyndinger, kontraktioner, ombytninger og ikke-essentielle snit, og hvor der
ikke forekommer frie variable.

BEvis. Hvis beviset ikke indeholder frie variable, vil det kunne afggres, om formler som
s = t er sande eller falske. Enhver matematisk initialsekvent vil sdledes vaere sand, og da alle
slutningsregler er sandhedsbevarende, jvf. sundhed, vil enhver sekvent i beviset vaere sand. Da den
tomme sekvent er falsk, vil den ikke kunne bevises i PA. [

Beviset for seetning 4.6.1 er det eneste bevis, hvor vi benytter os af semantiske overvejelser, og
disse semantiske overvejelser begraenser sig til definitionen af, hvornar en matematisk initialsekvent
er sand. Altsa bliver den ikke-konstruktive del af TS undgaet.
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Efter de fire forberedende skridt opfylder afslutningen af B’ betingelserne for ssetning 4.6.1.
Da fglger det af ssetning 4.6.1, at

4.6.2 KOROLLAR. Afslutningen af B’ kan ikke veere hele B’ .

En antagelse om, at afslutningen af B’ er hele beviset, forer med det samme til en modstrid.

4.6.3 DEFINITION. Et passende snit er et snit i afslutningen af et bevis, hvor det om snittet
geelder, at

(a) Snitformlen er en logisk formel.
(b) Snitformlerne er i samme klynge som principalformlen i en graenseslutning. ]

Det fglger af definitionen, at et passende snit er et essentielt snit, der afslutter to klynger, begge
indeholdende en principalformel fra en graenseslutning.
Efter de forberedende skridt opfylder afslutningen af B’ fslgende tre egenskaber:

1. Afslutningen er ikke hele beviset selv (korollar 4.6.2).

2. Afslutningen indeholder ingen udsagnslogiske slutninger, kvantoriske slutninger, Ind eller U
(de forberedende skridt).

3. Hvis afslutningen indeholder initialsekventer, er disse ikke logiske initialsekventer (ssetning
4.6.1).

Ifplge 1 vil der veere graenseslutninger for afslutningen af B’ . For en greenseslutning geelder det, at
klyngen, som indeholder principalformlen i graenseslutningen, ender med en snitformel. Eksistensen
af greenseslutninger sikrer pr. definition essentielle snit leengere nede i beviset, hvorfor afslutningen
af B’ mindst indeholder .t essentielt snit. Dette vil geelde for enhver afslutning af ethvert bevis
B, sa laenge afslutningen af B ikke er B selv.

Kald det nederste essentielle snit i B’ for Sn. Vi viser nu, at hvis Sn ikke er et passende snit,
sa vil der findes et essentielt snit over Sn, kaldet Sn’, der er det nederste snit i afslutningen af et
delbevis af B, der overholder 1, 2, og 3. Delbeviset er derfor ikke ngdvendigvis et bevis af den
tomme sekvent.

I'— A« a, 1T — A
rLII— A A

—

Figur 4.6 Hele beviset af den tomme sekvent.

B’ , vil have formen angivet pa figur 4.6, hvor der i ‘Bg ikke forekommer essentielle snit. Antag,
at Sn ikke er et passende snit. Da vil mindst ,n af snitformlerne « ikke tilhgre samme klynge som
en principalformel i en graenseslutning (jvf. definition 4.6.3 af et passende snit). Antag, at det er «v i
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sekventen I' — A, o, der ggr, at Sn ikke er passende. I tilfzeldet, hvor det er « i sekventen o, IT — T,
der ggr, at Sn ikke er passende, er beviset analogt, hvorfor kun det forste tilfselde gennemgas. For
at vise, at afslutningen af B’ indeholder et passende snit, viser vi nu fglgende tre lemmaer:

4.6.4 LEMMA. B8] indeholder en granseslutning fra B’ .

Bevis. Antag, at B ikke indeholder en graenseslutning fra 98’ . Da kan den logiske formel « i
I' — A, o kun stamme fra en initialsekvent i B’ ifglge 2. Men 3 fastslar, at logiske initialsekventer
ikke forekommer i afslutningen af B’ , hvorved en modstrid opnas. "

4.6.5 LEMMA. Hvis en slutning i B er greenseslutning i B’ | er slutningen ogsa graenseslutning
i B

BEvis. Ifplge antagelsen findes ingen essentielle snit under Sn, og i I' — A, « er ikke en del
af en klynge indeholdende en principalformel. Der er derfor ingen slutningsregler i afslutningen
af B’ , hvor en klynge for en principalformel i B} kan ende i en snitformel. Siledes vil en
principalformel fra en slutning i 9/, der er en greenseslutning i B’ ., ikke veere indeholdt i B)’s

slutsekvent, hvor slutningen ogsa ma veere en graenseslutning for B selv. [

4.6.6 LEMMA. Afslutningen af B er ikke B selv, og afslutningen af 9B7 er den del af
afslutningen af B’ , der ligger i BY.

Bevis. De to foregaende lemmaer sikrer, at der eksisterer mindst ;n greenseslutning i B7. Af
definitionen pa graenseslutning fglger det, at afslutningen af B ikke er B selv, da gvre sekventer
i en greenseslutning ikke er indeholdt i afslutningen.

Greenseslutninger i B} er ogsa graenseslutninger i 9B’ ., hvorfor afslutningen af 9B} ma veere
den del af afslutningen af B’ , der ligger i BY. ]

4.6.7 SETNING. Afslutningen af B’ indeholder et passende snit.

BEvIS. Afslutningen af B er ifglge lemma 4.6.6 ikke B selv. Afslutningen af 9B ligger ifglge
samme lemma i afslutningen af B’ | hvorfor afslutningen af B} ogsa ma opfylde 1,2 og 3. Afs-
lutningen af B vil derfor pr. definition indeholde et essentielt snit. B deles op i tre delbeviser
omkring det nederste essentielle snit. En antagelse om at snittet ikke er passende, leder igen frem
til, at der vil findes et bevis af ;n af snittets gvre sekventer, hvis afslutning overholder 1,2 og 3.
Dette skyldes, at lemma 4.6.4 til 4.6.6 kan vises helt uafheengigt af, hvilken slutsekvent 9’ har. Nar
proceduren gentages, vil de nye afslutninger altid holdes inden for afslutningen af det oprindelige
bevis B’ ,, hvorfor nye afslutninger vil overholde 1,2 og 3. Derfor vil en antagelse om, at der ikke
findes et passende snit i afslutningen af B’ betyde, at proceduren aldrig standser, da der altid vil
kunne findes et essentielt snit mere.

Ethvert bevis, saledes ogsa B’ bestar af et endeligt antal slutninger, hvorfor afslutningen af
et bevis tilsvarende er endelig. En antagelse om, at der ikke findes et passende snit i afslutningen
af B, forer derfor til en modstrid. N

4.7 Den essentielle reduktion

Da det er fastslaet, at afslutningen af B’ indeholder et passende snit, kan den essentielle re-
duktion defineres og foretages. Betragt det nederste passende snit i B’ ’s afslutning. Snitformlen
i dette snit er pr. definition en logisk formel. Vi skelner mellem forskellige logiske formler med
forskellige tilhgrende slutningsregler. Det er det 'yderste’ logiske symbol, der ’bestemmer’ formlen.
Er den logiske formel eksempelvis a A 3, er det A, der ’bestemmer’ formlen, selv om « og [ kan
indeholde andre logiske symboler.
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Der skelnes mellem to tilfselde:

e De logiske symboler, hvis venstre eller hgjre slutningsregel har to gvre sekventer. Dette er
symbolerne A,V og =-.

e Logiske symboler, hvis venstre og hgjre slutningsregel hver kun har ,n gvre sekvent, hvilket
er symbolerne =,V og 4.

Det er ikke det logiske symbols betydning, men derimod den syntaktiske form af slutningsreglen for
symbolet, der afggr, hvorledes reduktionen skal udferes, hvilket er i overensstemmelse med bevisets
bevisteoretiske form.

B B,
A I"— 0« I"'— 0.3 a, I — A A
I'— @, aNp aANB I — A "
S (W) T —=0,anp ) anpg,II—=A ()

—

Figur 4.7 Generel form af et bevis af den tomme sekvent ‘B;

Lad det logiske symbol veere A, sa snitformlen har formen a A §. Beviset for den tomme sekvent
ses i figur 4.7, hvor de gvre sekventer i Sn’ har hgjden [, mens A — = er den gverste sekvent med
en hgjde mindre end [. Denne kaldes k, og dermed er k < [. Bemeerk, at eksempelvis I og T" ikke
er identiske.

Fra B’ er der brug for tre ordinaltal.

poer o' = ©,aAB).
v ero(aAB,I—A).
A er o(A — E).

Hgjden af en sekvent kan kun sendres ved Sn eller Ind. Afslutningen af B’ indeholder efter de
forberedende skridt ingen Ind, hvorfor A — =, der er gverste formel med hgjde k, er den nedre
sekvent i et snit.
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Den essentielle reduktion er en omskrivning af B’ til et nyt bevis for den tomme sekvent
‘B:, hvis ordinaltal er mindre end ordinaltallet for B’ . Da ‘B: er omfattende, deles beviset op
i tre dele. Fgrst beskrives de to gverste dele af %:, der munder ud i sekventerne A — =, « og
a, A — Z. Tredie og nederste del af ’BL laver et snit med slutsekventerne fra de to forste dele som

gvre sekventer og med « som snitformel. Fgrste del kaldes ‘BLJ og har form som i figur 4.8.

Oh F/—>®I,Oé
U, I" — «a,©
I"' - a,0,anf
(1) T — 0,0.0A0 (W) a BT A ()

S "
" [0 —a0,A

M)A —=a, 2 (m)

A—Za (m)

On

"

Figur 4.8 Fgrste delbevis ‘Bﬂ,r

Delbevis af B” , kaldet B”, |, der beviser A — =, «

—,19

Bemeerk, at %171 har B og B tilfelles med B’ hvorfor ‘3171 har de samme initialsekventer
som B’ . De gvre sekventer i Sn har hgjden [ i det samlede bevis B” . At hgjden for disse
sekventer derfor er den samme i B”, som i B, kan forst forklares, nar B”, er feerdigkonstrueret.
Bade A — «a,= og A — Z,«a har hgjden m, da der kun findes slutningsregler, der ikke sendrer
ordinaltallet mellem dem. Grunden til, at to delbeviser af %1’1 betegnes B} og ‘Bg er, at beviserne

svarer til B og B i B, med en klynge af a’er i succedenterne.
Ligesom for B’ er der brug for navngivning af nogle sekventers ordinaltal. Ordinaltal i /;71
betegnes med subscript '1’.

ur er o' = a,©, a0 A B).
v betegner o(a A 3,11 — A), der udledes praecis som i B’ ., hvorfor ordinaltallet er det samme.

A1 er o(A — a, =).

Delbevis af B”, kaldet ‘Big, der beviser a, A — =
Den anden del af B” kaldes ‘31’2, og defineres ved figur 4.9.
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o, I — A 0,
I, oa— A I
aAp I, a— N v
(,U,)F—)@7Oz/\ﬁ (VQ)O[/\ﬂ,H,OéHA (l)

S "
e [,ILa—0,A

X)) Aja— = (m)

a,A—Z= (m)

Oy

"
—,2

Figur 4.9 Andet delbevis B

Der bruges i %172 ligesom i %1,1 kun initialsekventer, der ogsa bruges i B’ . B og By svarer
til B og B i B, blot med ’er i alle antecedenterne. De gvre sekventer i snittet Snj har hgjden
[, og de nedre startende med o, A — Z har hgjden m. Ordinaltal for sekventer i %172 betegnes
med subscript 2’. Fglgende ordinaltal vil senere blive brugt.

p er o(' = ©,a A ), udledes praecis som i B’ .
vy o(la A B, 1, a — A).

A2 er o(A,a — =).

Det samlede reducerede bevis for den tomme sekvent

Samlet bliver B”, som det ses i figur 4.10. Fra § — = til slutsekventen er B”, identisk med B’ .
Sekventen A, A, — =, Z har samme hgjde som A — =, da der kun kan veere udtynding, kontraktion
eller ombytning mellem dem. Hgjden af A — = er ifplge B’ lig med k. De to gvre sekventer i Sn'”
har hgjden m, hvilket forklarer samme betegnelse for de nedre sekventer i %1,1 og /;’2.

De anvendte slutningsregler i By i hhv. %/;1 og %’;2 er ens, da den eneste forskel er formlen
«, der uforstyrret gar igen i antecedenten i %’;2 og i succedenten i fBL,I. Derfor ma hgjden af de
gvre sekventer i snittene Sn/ og Snf veere den samme. Det kan ved en lignende argumentation ses,
at slutningerne i delbeviset By af B’ er identiske med Bg.

Den eneste slutning, hvor hgjden af de gvre sekventer for Sn} og Snj kan gores forskellige
fra hgjden af de gvre i Sn’, er derfor i snittet Sn”. Formlen « har en mindre grad end formlen
a A 3, hvorfor graden af Sn” vil veere mindre end graden af Sn/, SnY og Snf, der alle har samme
snitformel. Da Sn” ikke kan endre ved hgjden af de gvre sekventer i Snf og Sn}, og da graden af
Sn!, Sn!l og Snf er ens, vil hpjden af de gvre sekventer i Sn/, Snf og Snj veere den samme.



68 Gentzens konsistensbevis for PA

n (M) A—a,E (N) a, A — = (m)
o K N)AA - ZE =2 (k)
H, Ny
A —=
—

Figur 4.10 Reduceret bevis %: for den tomme sekvent.

Det er hermed forklaret, hvorfor de pagseldende sekventer i definitionen af B’ og B”, alle har
hgjden I.

Hgjden m er defineret som den hgjeste grad af et snit under de gvre sekventer i Sn”. Hvis
graden af a og dermed graden af Sn” er mindre end k, vil m = k, da Sn” ikke kan &ndre hgjden
m. I tilfzeldet, hvor k£ er mindre end graden af «, vil m vere lig graden af «, idet Sn” vil veere
snittet med storst grad under de gvre sekventer for Sn”. Det kan sammenfattes, at k& er mindre end
eller lig med m.

Graden af o er mindre end graden af a A 3, hvorfor det om hgjderne k,l og m ma gaelde, at
kE<m<l.

Ud over p,v, \, i1, A1, o og Ao defineres i B” ordinaltallet X, der er o(A, A — =, Z).
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4.7.1 Ordinaltallet for B”,

Det vises nu, at ordinaltallet for beviset B”, er mindre end for B’ . Ifslge lemma 4.4.3 er det
tilstrackkeligt at vise X' < A, da de to beviser er identiske efter A — =. Resten af konsistensbeviset
er derfor en sammenligning af ordinaltallene for de to beviser. Hvis der til en sekvent S i B’ er
en sekvent S’, der optreeder pa det tilsvarende sted i B”,, men har en vilkarlig formel a i enten
antecedent eller succedent, og herudover er identisk med S, kaldes S’ en tilsvarende sekvent.
Alle sekventer i delbeviserne B, B og By har tilsvarende sekventer i B”.; sekventerne i By har
tilmed to hver.

Det er klart, at pu; < p, da 9B’ indeholder en udsagnslogisk slutningsregel A, mere over
sekventen I' — ©,a A 3 end B”, over den tilsvarende sekvent I' — «, 0, a A (. Ifglge samme
argument er vy < v.

Lad nu veere givet en slutning J mellem Sn’ og A — Z i B’ . Formelt skrevet op som

Q1 Q2
Q

Slutningen i B”, mellem Sn} og A — «, = bestaende af de tilsvarende sekventer betegnes J', sa

Q1 Q5 (ko)
Q" (k1)

hvor hgjden af den nedre sekvent er ki og for de gvre er ko. Sekventerne QQ1,Q2 og @ i J har
ordinaltallene 1, 62 og d. Tilsvarende har @}, Q% og Q' i J' ordinaltallene 47, 05 og .
Sekventen A — Z i B’ er den forste sekvent med hgjde forskellig fra I. Derfor er A — Z nedre

—_
—

sekvent i det eneste snit mellem Sn’ og A — Z, hvor hgjden falder. Heraf folger, at:

5 — O1#09 , hvis @) ikke er A — E
- Wik (01#02) , hvis Q er A — =

Vi betragter i det folgende %’;1. For sekventer mellem Sn og A — «, = kan et generelt udtryk
for ordinaltallet af @’ skrives som:

8 = Wiy —ky (01703),

der gzelder, uanset hvor Q' ligger.

Hvis Q' ikke er A — «,Z vil ordinaltallet for Q vaere § = §1#02, og for Q' veere § =
Wy —ky (0 #05). Veaerdierne for § og ¢’ sammenlignes ned gennem beviserne i figur 4.11. Forst be-
tragtes ordinaltallet for den gverste sekvent mellem Sn’ og A — = og tallet for dens tilsvarende
sekvent. Da begge sekventer er nedre sekventer i snitregler, bliver § = u#v og ¢’ = pi#v for den
tilsvarende sekvent. Det vides, at u1 < p, hvorfor ¢ < 4.

Det er hermed vist, at o(I', II — «,©,A) < o(I',II — O, A). Alle efterfolgende slutninger, inden

slutningerne med hhv. A — «,= og A — = som nedre sekventer, er ens i de to beviser, hvorfor det
ved et simpelt induktionsargument ses, at ¢’ < § geelder helt ned til for hhv. A — «,Z og A — =.
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, W T —0,anB (W) anBIT—A (1)
Il —6,A

()T = 0,0,aA8 (1) arfT—A ()
LI — a,06,A

Sn Snf

AN A—=Z (k) (M) A—a,E (m)

Figur 4.11 De to delbeviser fra hhv. ‘B/_) og %:71.

Alle sekventer mellem Sn! og sekventerne lige for A — «, Z har hgjden [, da formlen A — o, =
svarer til A — Z i B’ der er den forste sekvent med hgjde forskellig fra I. Det vides dog ikke med
sikkerhed, om A — «a,= og A — Z har samme hgjde. Ordinaltallet for sekventer over A — «, =
kan skrives som:

&' = wig, (017£05)
< Wik, (01#02) , ved induktionsresultatet
= wi_k,(0) ,idet 91#02 = 6 nar Q' ikke er A — «, .

A betegner o(A — =). Det ma geelde, at A = w;_i(k), hvor k er den naturlige sum af ordinal-
tallene for de to gvre sekventer i snittet lige over A — =.

Sekventen A — «,Z har hgjden m og o(A — o, Z) = A\;. A — E er den gverste sekvent i B’
med hgjde mindre end [, hvilket ogsa ma geelde for A — «, Z. De gvre sekventer i snittet Sn{ har
derfor hgjden [. Det ma geelde, at A\ = w;_,, (K1), hvor k1 er den naturlige sum af ordinaltallene
for de to gvre sekventer i Snf.

Ifplge det fornsevnte induktionsresultat er k1 < k, hvorfor Ay < w;_p, (k).

Ved tilsvarende argumenter for B”, , fas, at Ay < wj—m(k).

wi—m(K) betegner et ordinaltal, der kun bestar af t led i sin normalform, nemlig leddet w*!,
hvor py er wj_pm—1(k). Nar \; < wi_m(k), vil det geelde om Ay’s normalform w#t + - -+ + whn, at
w1 < I —m — 1. Hvis det geelder, at bade A1 < wj_m (k) 0g A2 < wWi—m(K), Vil Mi# e < wi_m(K)
gelde, da normalformen af A\;# Ay ikke indeholder ordinaltal af hgjere 'potens’ end den hgjeste i \;
0g Ag.

Ordinaltallet

K

w“"

kan udtrykkes som

hvor
W

betegner (m — k) gange og

K
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betegner (I —m) gange. Der bliver oplgftet med w forst (m — k) og derefter (I —m) gange, alt ialt
(m—k+1—m), dvs. (I — k) gange.
Det kan nu sluttes af folgende fire argumenter, at A’ < A:

e Da A\ <wj_m(K) 0g Ao < wi—m(K) er Mi# A2 < wi—m(K).

e Wy k(wi—m(k)) ma veere det samme som Wy, k11—m(K), dvs. wi_k(K).

e Da Mi#Xo < wi—m(K) Mma W (M#N2) < Wik (Wi—m (K)), dvs. wp—k(AM#A2) < wi—k (k).
o Wy k(AM#N) er X og w_i(k) er A. Det folger, at A < A.

Da slutningerne mellem A, A — =, Z og A — Z i B”, kun er kontraktioner, vil disse ikke sendre
pa ordinaltallet. Da de to beviser er identiske under A — =, fas ud fra lemma 4.4.3, at o(B"”)) <
o(B".). Det er hermed vist, hvordan den essentielle reduktion foretages, hvis snitformlen for det
passende snit har formen a A (.

Reduktioner pa de logiske symboler, der ogsa har to gvre sekventer i enten venstre eller hgjre
slutningsregel, er identiske med den her gennemgaede. For de resterende logiske symboler er reduk-
tionen en smule simplere, men kgrer efter samme princip, hvorfor en sddan ikke gennemgas.”

Det essentielt reducerede bevis B”, er et bevis for den tomme sekvent, og derfor kan de for-
beredende skridt og efterfglgende essentielle reduktioner udgves pa B”, selv. Denne procedure kan
fortsaettes uden nogensinde at terminere. Tildelingen af ordinaltal til beviser er defineret, sa alle
beviser far tildelt ordinaltal mindre end £y. Det nye bevis har altid et mindre ordinaltal end det
foregaende, hvilket er i modstrid med, at enhver nedadstigende kaede af ordinaltal begyndende med
et ordinaltal mindre end ey vil terminere.

4.8 Konsistens af PA

Vi kan hermed vise folgende szetning:

4.8.1 SETNING. PA er konsistent.

BEvis. Vi laver et modstridsargument. Antag, at PA er inkonsistent. Der ma derfor findes et
bevis i PA for den tomme sekvent. Foretag de forberedende skridt pa dette bevis. Afslutningen af
beviset vil dermed ikke indeholde induktioner, logiske initialsekventer eller udtyndinger. Det kan
vises, at afslutningen af beviset ikke er hele beviset selv, og at der derfor ma vare et passende snit
i afslutningen. Da der er et passende snit i afslutningen, kan vi med en essentiel reduktion skabe
et nyt bevis for den tomme sekvent. Dette nye bevis har et lavere ordinaltal end det oprindelige og
indeholder, efter samme argumentation som lige gennemgaet, et passende snit i sin afslutning. En
essentiel reduktion kan nu udfgres pa det nye bevis, hvorved der fremkommer et nyt bevis for den
tomme sekvent med et endnu mindre ordinaltal. Denne proces fortseetter uden at terminere.

Ordinaltalstildelingen for beviser i PA er defineret sa ordinaltallet for et bevis altid er mindre
end gg. Vi har derfor i det foregaende afsnit skabt en nedadstigende fglge af ordinaltal, startende
med et ordinaltal mindre end g, der ikke terminerer. Dette er i modstrid med, at vi i afsnit 4.3
har overbevist os om, at enhver nedadstigende kaede af ordinaltal, der begynder med et ordinaltal
mindre end &g, vil terminere. Det folger hermed, at PA er konsistent. |

"Se [TAKEUTI, 1987; p. 113] for en gennemgang af tilfeeldet med V-kvantoren.
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Kapitel 5

Bevisteoriens udvikling efter
fremsaettelsen af Hilberts program

Hilbert sgger gennem sit program absolutte, formaliserede konsistensbeviser for systemer mindst
indeholdende PA, som kun ma indeholde et endeligt antal slutninger pa et endeligt antal symboler.
Beviset skal have en endelig laeengde, dvs. i princippet kunne skrives ned inden for en endelig tid. Det
system, der afspejler Hilberts krav til konsistensbeviser kaldes for Hilberts finitisme (HF'), der, som
naevnt i kapitel 1 og 4, kan sidestilles med PRA. HF er svagere end PA, da PA giver mulighed for,
at kvantorer lgber over hele domanet af naturlige tal, hvilket ikke kan udtrykkes i HF'. Inden for
HF méa enhver kvantor kun lgbe over en endelig delmsengde af N. GOdels ufuldstzendighedsseet-
ning GOdy viser, at Hilberts program er en utopi, idet man til et konsistensbevis af et system
mindst indeholdende PA skal benytte begreber (praedikater), der ikke lader sig formalisere inden
for systemet selv.

Fa ar efter GOdy fremseetter Gentzen sit konsistensbevis for PA. Da et absolut, formaliseret
konsistensbevis ikke er muligt, ma det klarlaegges hvilke begreber uden for PA, der bruges i beviset
og derefter godtggres, at begreberne ikke er problematiske. Dette ggres ved at undersgge, om
der kun bruges konstruktive begreber. Gentzen formulerer ikke selv eksplicit dette krav, men det
er tydeligvis hans mening. Gaisi Takeuti kalder dette Hilbert-Gentzens finitistiske udgangspunkt
(HGF) og kalder det en naturlig udvidelse af HF.! Et konsistensbevis i overenstemmelse med
Hilbert-Gentzen finitismen udfgres efter punkterne:

1. Konstru,r en passende ordning af de konstruktive ordinaltal under &g.
2. Redeggr med HGF for, at det er en velordning.
3. Brug herudover kun redskaber inden for HF i konsistensbeviset.

Det er i punkt 2, at Gentzens konsistensbevis kommer uden for PA selv. Helt specifikt er det
eliminatorerne, der viser velordningen og dermed sikrer, at enhver nedadstigende fglge startende
med et ordinaltal under ey vil terminere. Det folger af GOdp, at da vi kan bevise PA’s konsistens
ved induktion over ordinaltallene, kan velordningen af disse ikke formaliseres i PA. Vi har i kapitel
4 konstruktivt gjort rede for, at enhver nedadstigende folge startende med et ordinaltal under ¢
vil terminere, hvilket gor beviset palideligt. Bevisets gyldighed er dog stadigveek et spgrgsmal om,
hvorvidt man vil godtage den uformelle argumentation for dette.
Paul Bernays, der i mange ar arbejdede sammen med Hilbert, opsummerer i 1967:

' TakEUTI, 1987; p. 101].
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>It has thus become apparent, that the "finite Standpunkt”is not the only alternative to classical
ways of reasoning and is not necessarily impliedby the idea of proof theory. An enlarging of the methods
of proof theory was therefore suggested: Instead of a reduction to finitist methods of reasoning,it was
required only that the arguments be of a constructive character, allowing us to deal with more general
forms of inferences.< [FEFERMAN, 1988; p. 365].

Solomon Feferman mener, at beviset givet i [TAKEUTI, 1987] for Gentzens bevis flere steder er
uklart omkring eliminatorerne, det nsevnes dog ikke hvor. Kravet om brug af konstruktive metoder
er for lgst til at danne grundlaget for en udvidelse af Hilberts program, da det ikke er muligt praecist
at definere, hvad en konstruktiv metode er.

I stedet mener Feferman, at der er brug for en yderligere preecisering af programmet. Frem-
gangsmaden i det Feferman kalder reduktionel bevisteori er, at man har en del af matematikken,
udtrykt i et formelt system So, hvis konsistens kan sikres inden for begrebsrammen &5. Med be-
visteorien reduceres So til et nyt system Si, der kan sikres inden for rammerne af &1, hvor &7 er
mere elementaert end Go.

Givet systemet So skal S; konstrueres, sa So er en konservativ udvidelse af S; for en maengde
formler ©, og det gaelder for alle formler o i ©, at g, a medfgrer g, a. Herudover skal det geelde,
at det i S; kan udledes, at kong, = kong,. Problemet om konsistensen af Sy vil nu vaere udtrykt
i S; og derfor inden for begrebsrammen &;.

Disse reduktioner sker i spring. Man kan med det reduktive program prgve at reducere en uen-
delig begrebsramme til en endelig, en ikke-teellelig uendelighed til en teellelig uendelighed, en ikke-
konstruktiv til en konstruktiv.? Fefermans reduktive program bestar derfor af et hieraki af Hilbert-
programmer.? For et konsistensbevis af eksempelvis analysen vil Fefermans begrebsramme i sin
yderste konsekvens indeholde hele praedikatlogikken og derudover tillade maengden af de naturlige
tal, dvs. en aktuel uendelighed, hvilket er en kraftig udvidelse af HF.4

Stephen G. Simpson har som sit formal at undersgge, hvor langt man kan na med HF ved
konservative udvidelser. Han opstiller et system WKL, (Weak KOnig Lemma), der er svagere
end analysen, men kan udtrykke en del af denne. Det logiske grundlag er fuld 2. ordens logik,
hvilket bla. betyder, at kvantorer kan Igbe over alle delmaengder af de naturlige tal. Systemet har
to indskraenkninger i forhold til den almene analyse:

e Induktion tillades kun over formler pa formen dzc, hvor « ikke indeholder ubegrzensede
kvantorer og 3 er en 1. ordens kvantor.

o I stedet for udvalgsaksiomet, bruges et begraenset KOnigs lemma.?

Simpson viser, at for en bestemt maengde af formler i WKL, er WKL konservativ over HF.6
Resultatet begreenser sig dog til formler pa formen Vx3dya, Vza, 3xa og a, hvor a ikke indeholder
ubegransede kvantorer og V, d er af 1. orden.

2Feferman nzevner flere, der dog ikke har interesse her.

3Fgrst forslaet af Kreisel i 1958 [FEFERMAN, 1988; p. 367].

4[SiMPSON, 1988; p. 352)].

®Selve begraensningen er gennemgget i [SIMPSON, 1988; p. 353].
SWilfried Sieg har vist resultatet i Gentzen-stil [SIMPSON, 1988; p. 353].
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Simpson konkluderer:

>Any mathematical theorem which can be proved in WKLq is finitistically reducible in the
sense of Hilbert's program. In particular, any TIJ consequence of such a theorem is finitistically
true.< [SIMPSON, 1988; p. 354].

Her svarer I19 til vores ovennsevnte meengde af formler. Bade Fefermans og Simpsons arbejder
viser, at bevisteorien, som Hilbert fremsatte den i sit program, ikke er uden aktualitet, og derfor
har en funktion bade i sin oprindelige form og som inspiration for udvikling af nye 'programmer’.

Afrunding

Bevisteorien er saledes et omrade inden for matematikken under stadig udvikling. Omradet forekom-
mer umiddelbart begreenset, da man primeert beskaeftiger sig med konsistensbeviser for systemer af
forskellig kompleksitet, da beviser for syntaktisk fuldsteendighed (af systemer indeholdende PRA)
er udelukket efter GOdels 1. ufuldsteendighedsssetning. Men til trods for dette er bevisteorien et
vigtigt redskab, da den seetter fokus pa styrker og svagheder ved den formelle matematiske metode.
Gennem en formalisering praeciseres de objekter, der undersgges, hvorfor den formelle metode kan
skabe ngjagtige resultater. Ved en formalisering af eksempelvis preaedikatlogikken (i et 1. ordens
sprog) klarlaegges begreberne beviselighed og sandhed ned til mindste detalje med en praecision,
der ikke opnéas ved andre metoder. Den store svaghed ved den formelle metode har GOdel papeget;
i det gjeblik et system formaliseres, kan man ikke inden for systemets formalisme bevise systemets
konsistens.

Netop pa grund af den formelle metodes begrzensninger, er det vigtigt at diskutere matem-
atikkens grundlag, og her har bevisteorien sin plads. Man bgr veere klar over, hvor stort et arbejde
og hvor grundleeggende overvejelser der kraeves, fgr konsistensen af et system sa intuitivt indlysende
som de naturlige tals teori kan bevises (u)formelt.
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Appendiks A

Peanos aksiomer

Peano fremsatte i 1889 fem postulater til karakterisering af de naturlige tal.!
1. 0 er et naturligt tal.
2. Hvis n er et naturligt tal, er n’ et naturligt tal. (Her betegner n’ successoren til n.)

3. Hvis der for to naturlige tal n og m gelder, at n’ = m/, sa vil n = m. (Dette sikrer, at
successorfunktionen er injektiv.)

4. For ethvert naturligt tal n er n’ # 0. (Det naturlige tal 0 er ikke efterflger for noget andet
naturligt tal.)

5. Antag, at 0 har egenskaben P. Hvis det, at n har egenskaben P, medfgrer, at n’ har egenskaben
P, sa vil alle naturlige tal have egenskaben P. (Dette kaldes matematisk induktion. Af dette
postulat flger, at 1 og 2 genererer alle naturlige tal.)

I den moderne udgave af postulaterne betegnes de Peanos aksiomer, hvor en definition af addi-
tion og multiplikation desuden medtages. Her formuleres de i et 1. ordens logisk sprog, hvor S er
successorfunktionen. Definitionen af 0 som et naturligt tal er pa forhand givet.?

1 Va1(Sz1 #0).

11 Va1Vao(Sz) = Szg = 21 = x9).
11 Vap(x; + 0= x1).
IV Va1Vao (21 + Sxo = S(x1 + x2)).
vV Vzi(z1-0=0).
VI Va1Vao(z - Szo = (21 - 22) + 21).

VII Vxy...Vag ((0) = (Vo1 ((a(x1) = a(Sz1)) = Vria)).

KLEENE, 1952; p. 20].
2[BELL & MACHOVER, 1977; pp. 340].

7
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Appendiks B

Von Neumann reprasentationen af
ordinaltallene

Nogle leesere vil méaske studse over ordinaltals-repraesentationen i denne rapport. Den gaengse
repraesentation, formuleret inden for den generelle maengdelare, ser noget anderledes ud. Til denne
repraesentation, som kaldes von Neumann repraesentationen, stilles alle Zermelo-Fraenkels aksiomer
samt udvalgsaksiomet til radighed. Under vores bevis af PA’s konsistens gnsker vi naturligvis at
medtage sé lidt som muligt, der ikke kan formaliseres inden for PA, hvorfor vi ikke har ZFAC! til
vores radighed. Ydermere gnsker vi kommutativitet af operationen +, hvilket ikke sker inden for
von Neumann repraesentationen; derfor indfgrte vi den seerlige naturlige sum '#’ i kapitel 4.

Vi vil i det folgende give en kort prazesentation af von Neumann repraesentationen, under an-
tagelse af ZFAC formuleret i et 1. ordens sprog svarende til det i kapitel 2 definerede sprog. Nu
indeholder £ yderligere det ikke-logiske symbol €. Fgrst nogle definitioner.

B.0.2 DEFINITION.

(a) Ev(z) <, ,Yyez,Vzex(y=zVyezVzey)
AVuCz(u#0=JyecuVzeulz¢gy)).

(b) Trans(z) <, Yy € z(y C x).

O

Del (a) af definitionen kaldes ’epsilon velordner x’, da forste del af konjuktionen kraever, at alle

elementer i x kan sammenlignes. Anden del af konjuktionen kraever, at enhver delmeengde af x, som

ikke er den tomme mengde, har et 'mindste’ element. Del (b) af definitionen kraever, at ethvert
element i x ogsa er en delmeengde af x.

L1ZFAC er en forkortelse af Zermelo-Fraenkels aksiomer plus udvalgsaksiomet. ZFAC indeholder derfor fglgende:
1) Ekstensionalitetsaksiomet 2) Parmaengdeaksiomet 3) Udskiftningsaksiomet 4) Potensmengdeaksiomet 5) Unions-
maengdeaksiomet 6) Uendelighedsaksiomet 7) Udvalgsaksiomet. For en grundig aksiomatisering af maengdelseren og
gennemgang af denne se enten [MOSCHOVAKIS, 1994] eller [BELL & MACHOVER, 1977].
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80 Von Neumann repraesentationen af ordinaltallene

Vi kan nu definere, hvad det vil sige, at x er et ordinaltal.
B.0.3 DEFINITION. Lad O, veare klassen af alle ordinaltal. Da siger vi, at

x € Oy <, Trans(z) A Ev(z),

O

Tolker vi tallet 0 som den tomme maengde ), 1 som mengden af den tomme maengde {0}, 2
som mangden af den tomme maengde og maengden af den tomme maengde {(), {0} }, ser vi, at disse
er eksempler pa ordinaltal.?

Efter at have defineret tallene 0, 1 og 2, kan vi rekursivt definere det (n+ 1)’te tal ved n+1 =
nU{n}. Det folger heraf, at de naturlige tal er ordinaltal (vises let ved induktion). Er et naturligt
tal, skriver vi dette som Int(x).3

Klassen af alle ordinaltal O, indeholder dog mange flere tal end blot de naturlige tal. O, kan
deles op i to disjunkte delklasser: Efterfglgertallene og limes-tallene. Dette samt den foregaende
paragraf leegger op til fglgende formelle definitioner

B.0.4 DEFINITION.

O

B.0.5 EKSEMPEL. Definitionen af Suc(z) skulle veere umiddelbart forstaelig. x er en ’successor’,
hviss x har en forgenger eller z er 0. At 0 derved er en ’successor’, kan dog virke lidt underligt,
men det fornuftige i definitionen ses i forhold til limes-tallene. Et limes-tal er et tal, som ikke er en
successor. w = {0,1,2,...,n,...} er saledes et limes-tal, da det ikke er 0, og da der ikke findes en
umiddelbar forgesenger til w. Definerer vi relationen  mindre end y som: x <y <, = € y, ser vi,
at er et tal z mindre end et tal y, da er x indeholdt i y og derfor, som en fglge af transitiviteten,
er x en delmaengde af y. Fksempelvis er 16 pa denne made indeholdt i 17.

Vi ser nu det fornuftige i definition B.0.4 (f), da netop de naturlige tal opfylder Int(x). w
opfylder ikke B.0.4 (f), da w er et limes-tal. Men hvad med w + 1, der jo opfylder (d), og derfor er
et efterfolgertal? w + 1 er ikke et heltal, da det ikke opfylder anden del af konjuktionen i B.0.4 (f);
for w € w+1 og w er jo et limes-tal. Il

Regneoperationerne '+’ og ’-’

Vi indfgrer nu regneoperationen '+’ for alle = € Oy, hvor «, 3,7,0, A € Oy:
B.0.6 DEFINITION.

(h) a+0=a.

(i) a+(B+1)=(a+p0)+1.

2Dette er begyndelsen af von Neumann repraesentationen, der netop relaterer tal og meengder.
3Betegnelsen Int(x) er taget fra engelsk, hvor det menes, at z er en ’integer’ — et heltal. Vi har valgt at bibeholde
denne betegnelse.
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(3) a4+ X =Usera+ 9, hvis Lim(N).

O
Denne regneoperation er ikke generelt kommutativ. Operationen er dog kommutativ for alle
ordinaltal, der opfylder B.0.4 (f). Dette svarer meget godt overens med, at den normale plus-
operation, som vi kender den fra PA, er kommutativ. Kommutativiteten for Int(x) folger af (c) og
(i); eksempelvis er 243 =24+ (2+1) =2+ ((14+1)+1) = ((24+1)+1) +1 = 5, hvor det samtidigt
geelder, at 3+2=3+4+(1+1) = (3+ 1)+ 1 = 5. Operationen '+’ er, som vi vil se i det kommende
eksempel, netop ikke kommutativ med hensyn til limes-tallene.
B.0.7 EKSEMPEL. 1+ w # w+ 1.

l+w = [J 1494
dEW
= 14+0)uU(l+1HUl+2)U---U(l+n)U...
= 1U2U3U---U(m+1)U...
= {ojuf{o0,1}u{0,1,2} U---U{0,1,2,...,n}U...
= Ww.

Hvorimod

w+1

wU{w}
{0,1,2,...}U{{0,1,2,...}}
{0,1,2,...,{0,1,2,...}}

N

O

Ligesom vi ovenfor har indfgrt operationen '+’ for ordinaltallene, vil vi ogsa indfere operationen

7

' B.0.8 DEFINITION.

(k) a-0=0,

D) a-(B+1)=a B+a,
(m) a-A=sepa-0d, hvis Lim()). O

0

Operationen ’-’ er, ligesom ’+’, associativ men ikke kommutativ. Det sidste vises let, som under
'+, ved et modeksempel — eksempelvis gaelder det, at w -2 = w 4+ w, hvorimod 2 - w = w.

Transfinit induktion over O,

En generaliseret udgave af den velkendte induktion over de naturlige tal er den transfinite induktion
over O,,. Transfinit induktion over O,, bestar af tre skridt:
Lad X C O, vere en klasse. Da galder det, at

1. 0 e X.
2.zeX=z+1eX.
3. Lim(A) ogd € X nard € A = X € X.

Saer X = O,.
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En yderligere klassedeling

Alle ordinaltallene fra de ovenstaende eksempler, f. eks. w+ 1, er teellelige. Med teellelige meengder,
mener vi meengder med en endelig kardinalitet eller med kardinaliteten* Rg. Men der findes ogsa
ikke-teellelige ordinaltal. Under antagelse af ZFAC kan Hartogs saetning, der sikrer eksistensen
af en keede af velordnede maengder med en voksende kardinalitet, vises. Kort fortalt siger Hartogs
seetning, at der findes en funktion x, der til en maengde A tilordner x(A), hvor x(A) er den mindste
velordnede maengde stgrre end A.° Antager vi nu yderligere den generelle kontinuum hypotese GCH
som et aksiom, indfanger vores teori de uendelige kardinaltal efter fglgende rekursion:

(i) Ro = IN|  (id) R,pq = 2%,

Givet Hartogs seetning og GCH eksisterer der saledes ikke-teellelige ordinaltal. Det mindste af disse
kalder vi wy, der har kardinaltallet X;. Ry kaldes ogsa c.

For at skelne mellem de forskellige typer af ordinaltal inddeler vi ordinaltallene i forskellige
klasser:

1. Fgrste klasse: Klassen indeholder ordinaltallene med en endelig kardinalitet, dvs. de tal, der
opfylder Int(x).

2. Anden klasse: Denne klasse indeholder ordinaltallene med kardinaliteten Ry. Det mindste
tal 1 denne klasse er w.

3. Tredje klasse: Denne klasse indeholder ordinaltallene med kardinaliteten N;. Her er, som
naevnt ovenfor, wy det mindste ordinaltal.

4. osv.

41 resten af dette appendiks forudssetter vi, at laeseren har et vist kendskab til begrebet kardinalitet. Generelt
siger vi, at to maengder A og B er axkvipotente, eller har samme kardinalitet, hviss der eksisterer en bijektion mellem
A og B. En mangdes kardinalitet kan lgst sagt identificeres med antallet af elementer i maengden. Denne tolkning
giver dog anledning til visse kvaler, nar der er tale om uendelige maengder. I det tilfselde, hvor maengden er maengden
af de naturlige tal, definerer vi kardinaliteten af N, [N, til at veaere R og kardinaliteten af de reelle tal |R| til X;.

SFor et bevis af Hartogs szetning se [MOSCHOVAKIS, 1994; p. 106].



Appendiks C

Primitiv rekursiv aritmetik

Primitiv rekursiv aritmetik (PRA) er karakteriseret ved fplgende formalisme:
(a) Det basale logiske system er den udsagnslogiske kalkyle.!.

(b) De definerende ligninger for primitive rekursive funktioner antages som aksiomer. De primitive
rekursive funktioner er opnaet ved rekursion ud fra nogle initialfunktioner, som definerer
nulfunktion, efterfolgerfunktion samt projektion. De opnaede funktioner er sammensatning
og rekursion. Se i gvrigt definition 3.2.1.

(¢) Ingen kvantorer introduceres.

(d) Matematisk induktion for kvantorfrie formler medtages i form af reglen Ind:

ala), I’ = A, a(Sa)
a(0),I' = A, a(s)

Se definition 3.1.2 for yderligere forklaring af Ind.

1Se evt. [BELL & MACHOVER, 1977; pp. 20]
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